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�
ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ





	Актуальн(сть теми. Ергодична теор(я з(явилася на початку 30-х рок(в нашо-го стор(ччя; вона почалась з робот Дж. фон Ноймана, який займався досл(джен-нями математичних моделей квантово( та класично( механ(к, ( з того часу розви-ток ергодично( теор(( завжди йшов паралельними шляхами з розвитком теор(( опе-раторних алгебр.


	Поняття апроксимативно( транзитивност( з(явилося в 1985 роц( в робот( А.Конна та Е.Дж.Вудса у зв(язку з проблемою класиф(кац(( фактор(в, як( ( неск(н-ченими тензорними добутками фактор(в типу I; виявилося, що апроксимативно ск(нчен( фактори розпадаються у такий неск(нчений добуток, якщо й т(льки якщо його пот(к ваг задовольня( умов(, яку автори назвали “апроксимативною транзи-тивн(стю” (АТ). Ми продовжу(мо досл(дження цього поняття з точки зору ерго-дично( теор((.


	Найб(льш традиц(йна частина ергодично( теор(( – це досл(дження поодино-ких перетворень та теч(й, як( збер(гають м(ру. Але ц( обмеження давно вже н(кому не здаються природними, ( тому часто поста( проблема з(ясувати, чи можна уза-гальнити те чи (нше поняття або результат для б(льш загально( ситуац((, де, по-перше, д(( дов(льна група, а не т(льки Z або R, (, по-друге, ця д(( збер(га( т(льки клас м(ри, а не саму м(ру. Нашу роботу, кр(м (ншого, можна розглядати як роботу в цих двох напрямках.


	Зв(язок з науковими програмами, планами, темами. Б(льша частина ц((( ро-боти виконана автором п(д час навчання в аспирантур( Математичного в(дд(лення ФТ(НТ АН (пот(м НАН) Укра(ни п(д кер(вництвом В.Я.Голодця. Роботу викона-но в межах тематичного плану ФТ(НТ НАН Укра(ни за темою 1.4.10.22.6 “Алгеб-ра(чн( та геометричн( методи в теор(( оператор(в та теор(( д(нам(чних систем” (№ державно( ре(страц(( 0196V002943).


	Мета ( задач( досл(дження: 1) знайти якнайб(льше достатн(х умов, як( б за-безпечували апроксимативну транзитивн(сть; 2) знайти точний опис АТ д(й будь-яких груп, а не т(льки R, мовою слабко( екв(валентност(, продакт-одометр(в та продакт-коцикл(в. 3) побудувати ц(кав( приклади д(( групи, що ( прямим добутком двох груп, ( з(ставити (х з в(дпов(дними д(ями груп-множник(в.


	Наукова новизна одержаних результат(в. Ус( результати дисертац(( ( нови-ми. У другому розд(л( вперше коректно визначено поняття кумедного рангу один (funny rank one; rang un gauche) для д(й дов(льних груп, як( не збер(гають м(ру, ( доведено, що кумедний ранг один не залежить в(д вибора м(ри в межах того ж самого класу та що з кумедного ранга один вит(ка( АТ. Доведено, що транзитивн( д(( та д(( з дискретним спектром ( АТ, а у випадку д(й розв(язних груп вони, кр(м того, мають кумедний ранг один. Уперше доведена така  теорема про (ндукован( д((: нехай H – замкнена нормальна п(дгрупа групи G. Якщо д(я групи H на лебе-говому простор( та природна д(я групи G на G/H обидв( мають кумедний ранг один, то й (ндукована д(я групи G теж ма( кумедний ранг один. Под(бну (але прос-т(шу) теорему доведено також для АТ д(й, ( нав(ть без припущення про нормаль-н(сть п(дгрупи H. А для д(й ц(лком незв(язних груп нав(ть не треба припускати роз-в(язн(сть, щоб довести кумедний ранг один.


	У третьому розд(л( вперше доведено два важливих критер(( розпаду в нес-к(нчений прямий добуток пари, яка склада(ться з д(( та коциклу. Вперше доведено, що подв(йна д(я Макк(, побудована за аменабельною групою перетворень типу II або III G та 1-коциклом (((, де ( – коцикл Радона-Н(кодима, а ( – дов(льний 1-коцикл з( значеннями в груп( A, ( АТ тод( й т(льки тод(, коли пара (G, ((() ( слаб-ко екв(валентною до пари, що склада(ться з продакт-одометру та продакт-коцик-лу. Зв(дси встановлено, що будь-яку д(ю Макк( групи A може бути реал(зовано як д(ю Макк(, побудовану за д((ю дов(льного заданого типу та за продакт-коциклом. А якщо дана АТ д(я з самого початку була зображена як д(я Макк(, асоц(йована до д(( типу II та до коциклу, то цей коцикл виявля(ться не т(льки слабко екв(валент-ним, але нав(ть когомолог(чним до деякого (-продакт-коциклу. Вс( ц( результати справедлив( для груп A, як( задовольняють таким трьом умовам: (1) A – аменабель-на л.к.с. група; (2) A м(стить зчисленну щ(льну аменабельну п(дгрупу; (3) коцикл ( ((Z1((, G; A) ма( бути таким, щоб log (((((, g)) був кограницею, де ( – моду-лярна функц(я групи A.


	Кр(м того, пор(вняно подв(йну д(ю Макк(, побудовану за д((ю типу III та подв(йним коциклом (((, з двома д(ями Макк(, побудованими за т((ю ж самою д(-(ю та за коциклами ( та ( окремо, та доведено, що з АТ першо( д(( вит(ка( АТ двох (нших. Зворотне твердження ( хибним, ( наведено в(дпов(дний приклад.


	У четвертому розд(л( вперше побудовано також ц(кавий приклад сукупно( д(( ( двох груп G = Z2 ( Z2 (  ... та Z, яка не ( (зоморфною до добутку в(дпов(дних д(й груп G та Z; а саме, д(( G та Z окремо не ергодичн(; д(( Z на (( ергодичних ком-понентах ( (зоморфними тод( й т(льки тод(, коли ц( компоненти переводяться одна в одну д((ю G; та централ(затор C((G(Z) виявля(ться таким, що C((G(Z) / ((G(Z) ( Z2. Цей приклад побудовано на баз( прикладу Аг((ва ергодичного перетворення з лебеговською компонентою парно( кратност( у спектр(.


	Практичне значення одержаних результат(в. Результати дисертац(( можуть бути використан( для подальших досл(джень апроксимативно транзитивних д(й та пов(язаних з ними питань ергодично( теор((. До числа в(тчизняних установ, що мо-жуть бути зац(кавленими результатами ц((( дисертац((, входять Ф(зико-техн(чний (нститут НАН Укра(ни (Харк(в), (нститут математики НАН Укра(ни (Ки(в), Хар-к(вський державний ун(верситет та (н.


	Апробац(я результат(в дисертац((. Результати дисертац(( допов(дались та об-говорювались на сем(нар( з теор(( операторних алгебр та ергодично( теор(( ((нсти-тут низьких температур, Харк(в; кер(вник сем(нару В.Я.Голодець), на сем(нар( з теор(( операторних алгебр (Колл(ж де Франс, Париж; кер(вник сем(нару Ж.Скан-дал(с), на сем(нар( з ергодично( теор(( (Ун(верситет Париж-6; кер(вник сем(нару Ж.-П.Тувено).


	Публ(кац((. Див. перел(к публ(кац(й автора за темою дисертац(( наприк(нц( цього автореферату.


	Особистий внесок здобувача. Те, що виклада(ться в розд(лах 2.1, 2.2, 2.4, 3.1, 3.4.1 та 3.5, зроблене автором одноособово. Те, що виклада(ться в розд(лах 2.3, 3.2, 3.3, 3.4.2, 3.6 та 4, зроблене автором у сп(вроб(тництв( з В.Я.Голодцем при р(вному вклад( стор(н.


	Об((м та структура. Дисертац(я склада(ться з вступу, чотирьох глав, виснов-к(в та списку використаних джерел, що м(стить 35 найменувань. Обсяг дисертац(( 104 стор(нки. Обсяг списку використаних джерел 4 стор(нки.


	Хочу щиро подякувати Валентина Яковича Голодця та Жоржа Скандал(са за допомогу в робот( над дисертац((ю.





ОСНОВНИЙ ЗМ(СТ РОБОТИ


Перший розд(л. Попередн( в(домост(


	Тут нагадуємо деяк( найважлив(ш( поняття ергодично( теор((, серед яких ап-роксимативна транзитивн(сть:


	Визначення 1.1. Кажуть, що дія групи G на лебеговому просторі (w, B, m) ап-роксимативно транзитивна (АТ), якщо для будь-якого e>0 та довільного скінчено-го набора функцій f1, f2,..., fN О L1+(w, m) знайдуться функція f О L1+(w, m), елементи gj О G та коефіцієнти l i j і 0 (тут i=1,...,n;  j=1,...,Ni), такі, що


�EMBED Equation.2���.





Другий розд(л. Достатні умови для апроксимативної транзитивності 


та кумедний ранг один


	Визначення 2.5. Дія a групи G на лебеговому просторі (W, B, m) має кумедний ранг один, якщо для будь-яких A1, A2, ..., An О B, m(Ai) < Ґ, і довільних e > 0, s > 0 знайдуться E0 О B и gik О G, rik О R+ (тут i=1, ..., n; ; k=1,..., Ni) такі, що множини gikE0 або не перетинаються, або співпадають, і


�EMBED Equation.2���


	Сімейство множин {gik E0 :  i=1,2,.., n;  k=1,..., Ni } буде назватися стеком (вежею), а E0 – його базою.


	Очевидно, що з кумедного ранга один витікає ергодичність.


	Твердження 2.1.2. Кумедний ранг один не залежить від вибора міри в границях одного класу еквівалентних мір.


	Твердження 2.1.3. Дія групи G на лебеговому просторі (W, B, m), яка має ку-медний ранг один, є АТ.


	Лемма 2.1.4. Нехай G1 та G2 будуть дві групи автоморфизмів, що діють на відповідних лебегових просторах (w1, B1, m1) та (w2, B2, m2 ). Розглянемо їхній пря-мий добуток, себто дію G1 ґ G2 на  (w1 ґ w2, B1 ґB2, m1 ґ m2).


	(1) якщо обидві дані дії мають кумедний ранг один, то і прямий добуток теж.


	(2) Якщо обидві дані дії АТ, то і прямий добуток теж.


	Лемма 2.1.5. Нехай група автоморфизмів G діє на лебеговому просторі (w, B, m), H – топологічна група, та j: H ® G – неперервний гомоморфізм груп з щільним образом. Розглянемо дію H на (w, B, m), задану так:   h Ч w = j(h)Ч w.


	(1) Якщо дана дія G має кумедний ранг один, то й побудована дія H теж.


	(2) Якщо дана дія G є АТ, то й побудована дія H теж.


	Дал( нагаду(мо зв(язок м(ж дискретним спектром та транзитивн(стю, а по-т(м в(дому теорему про апроксимац(ю дов(льних л.к.с. груп групами Л(.


	Визначення 2.6. Нехай л.к.с. група G діє на просторі Лебега (w, B, m). Мно-жина EОB назвається G-майже замкненою, якщо для деякої (а тому і для будь-якої) фундаментальної послідовності Un околів одиниці e О G маємо m(UnE \ E) ® 0. Множина EОB  на-звається G-майже відкритою, якщо w\E є G-майже замкненою. Множини, що водночас майже відкриті і майже замкнені, назваються множинами з нульовою G-границею.


	Доводимо (снування таких множин, а також можлив(сть апроксимувати до-в(льну вим(рну множину за допомогою множин з нульовою G-границею. 


	Теорема 2.2.1. Нехай G – л.к.с. група, H - її замкнена підгрупа. Дія правими зсу-вами групи G на просторі правих суміжних класів відносно H є АТ.


	Зрозуміло, що така ж теорема справедлива і для лівих зсувів на просторі лі-вих суміжних класів. Нагадаємо, що фактор-дія АТ дії сама є АТ. Тому треба тіль-ки довести теорему для випадку вільної транзитивної дії, тобто для дії G правими зсувами на собі. Метод доведення – побудова апроксимативної одиниці в L1(G).


	Висновок 2.2.2. Дія л.к.с. групи, яка має дискретний спектр, є АТ.


	Окремо розгляда(мо абелев( групи та доводимо дв( теореми:


	Теорема 2.3.7. Ергодична дія абелевої л.к.с. групи, яка має дискретний спектр, має кумедний ранг один.


	Теорема 2.3.8. Будь-яка транзитивна дія абелевої л.к.с. групи на лебеговому просторі має кумедний ранг один.


	Тепер переходимо до (ндукованих д(й та формулю(мо результати:


	Теорема 2.4.1. Нехай G – л.к.с. група, H – її замкнена нормальна підгрупа, H діє на лебеговому просторі (w, B, m). Якщо дія H має кумедний ранг один, та дія G зсувами на просторі лівих суміжних класів X=G/H також має кумедний ранг один, то й індукована дія групи G також має кумедний ранг один.


	Теорема 2.4.2. Нехай знову G – л.к.с. група, H – її замкнена підгрупа, H діє на лебеговому просторі (w, B, m). Припустимо, що ця дія є АТ (природна дія G на X = G/H завжди є АТ внаслідок теореми 2.2.2). Тоді індукована дія групи G теж є АТ.


	Подальшу частину другого розд(лу займа( доведення цих теорем.


	Висновок 2.4.6. Усі транзитивні дії л.к.с. розв'язних груп мають кумедний ранг один.


	Висновок 2.4.7. Дії л.к.с. розв'язних груп, що мають дискретний спектр, ма-ють і кумедний ранг один.


	Висновок 2.4.8. Якщо автоморфізм має кумедний ранг один, то й спеціальна течія, побудована під постійною стелевою функцією, також має кумедний ранг один.


	Твердження 2.4.9. Всі транзитивні дії цілком незв'язних л.к.с. груп мають ку-медний ранг один.


	Приклад 2.4.10. Нехай SL(n, Zp) – група всіх матриць з визначником, який дорівнює 1, над кільцем p-адичних цілих чисел. Тоді SL(n, Zp) – цілком незв'язна компактна група, а SL(n, Z) – її щільна підгрупа. Дія SL(n, Z) на SL(n, Zp) лівими зсувами має кумедний ранг один і є АТ, так само як і дія SL(n, Zp) на собі.





Трет(й розд(л. Продакт-коцикли та апроксимативна транзитивність


	Нехай wn, n О N, - скiнчена множина {0,1,...,Rn-1} М N. Нехай mn - ймовiрнiс-на мiра на wn, така, що mn (k) > 0,  де 0 Ј k Ј Rn-1. Вiзьмемо прост(р – нескiнчений добуток wpr  = �EMBED Equation.2���wn з мiрою-добутком mpr = �EMBED Equation.2���mn. Переставлення ln дiє на wn так: ln(k) = k+1  mod(Rn). Цi ln породжують зчисленну вiльну групу перетворень Gpr простора wpr, яка зветься продакт-одометром (вiд англiйського "product" – до-буток).


	Визначення 3.1. Нехай apr - такий 1-коцикл wpr ґ Gpr ® A зi значеннями в абелевiй групi A, що apr(w, lnl) (0 Ј l < Rn) залежить тiльки вiд n-тої координати точки w = (w1, w2, ..., wn, ...) О wpr. Коцикл apr такого виду назвається продакт-коциклом.


	Нехай (w, B, m) – простiр Лебега, а G – ергодична зчисленна вiльна група перетворень цього простора. Нехай a : w ґ G ® A – 1-коцикл. Якщо iснує вим(рне вiдображення q: (w, m) ® (wpr, mpr), m°q = mpr, яке зберiгає мiру, переводить орбити в орбити i при цьому  q [G] q-1 = [Gpr], та a (q-1 w, g)= apr (w, qgq-1), де g О [G], w О wpr, то коцикл a назвається нижче q-продакт коциклом.


	Твердження 3.1.1. Нехай зчисленна аменабельна група G діє ергодично на лебе-говому просторі (w, B, m). Припустимо, що a – коцикл для цієї дії зі значеннями в абелевій л.к.с. групі A. Пара (G, a) є слабко еквівалентною до пари, що складається з продакт-одометра та продакт-коцикла, якщо й тільки якщо для будь-яких e, q, s > 0 та довільного скінченого набора часткових перетворень g1, g2,..., gn О [G]m* знай-дуться скінчена міра P ~ m, коцикл b, когомологічний a, функція f, що сплітає b з a, та проста вежа z з постійними (b, P)-перехідними значеннями, такі, що Dom gi,  Im gi Оm,e B(z);


	m(w О Dom gi ( supp(z):  giw О Orbz(w)) > (1 - e)Ч m(Dom gi);


	 ||P - m||supp(z) ( E =def�EMBED Equation.2���    (тут E = (i (Dom gi ( Im gi));


	m(w О supp(z) ( E :  dist(eA, f(w)) > s)  < q Ч m(supp(z) ( E).


	Відмітимо, що пара (G, r) (де r – коцикл Радона-Нікодима для міри m), теж водночас виявляється слабко еквівалентною до пари, що складається з продакт-одометра та його (продакт-)коцикла Радона-Нікодима для продакт-міри.


	Твердження 3.1.2.  Нехай G – зчисленна ергодична аменабельна група невирод-жених перетворень типу III на лебеговому просторі (w, B, m), а a – коцикл для неї зі значеннями в абелевій л.к.с. групі A. Пара (G, a) є слабко еквівалентною до пари, що складається з продакт-одометра та продакт-коцикла, якщо справедлива така умо-ва:


	для будь-якої кратної вежи �EMBED Equation.2���з постійними (P, b)-перехідними значеннями (тут P – деяка скінчена міра, еквівалентна до m, а b – деякий коцикл, когомологічний a), для будь-яких e > 0 та s > 0 знайдуться скінчена міра Q ~ m, коцикл g ~ a, прос-та вежа x з постійними (Q, g) - перехідними значеннями, яка є подрібненням даної кратної вежи, та функція f, g ~f b, такі, що 


�EMBED Equation.2���


� EMBED Equation.2  ���


	Ця умова є не тільки достатньою, але й необхідною;  побачимо це нижче.


	Нехай зчисленна аменабельна група типу III G вільно діє на лебеговому просторі (w, B, m), а r буде коциклом Радона-Нікодима цієї дії, та a – довільним коциклом зі значеннями в абелевій групі A. Пара (r, a) розглядається як подвійний коцикл.  Визначимо прост(р-добуток wґAґR з такою мірою: dn(w,a,u) = dm(w) Ч da Ч exp(u)du; тут w О w, a О A, u О R. Природні проекції з (w , B, m) на w, A та R позначимо відповідно pw,  pA та pR. Трійцю (w, a, u) позначимо буквою z. Розгля-немо навкісну дію групи G на цьому просторі: 


	�EMBED Equation.2���(w, a, u) = (g w,  a Ч a(w, g),  u + log (dm°g/dm)(w))


разом з такими діями груп A та R (t О R, b О A):


	Tt(w, a, u) = (w, a, u+t), 	Vb(w, a, u) = (w, b Ч a, u).


Бачимо, що �EMBED Equation.2��� та Vb зберігають міру n, а Tt – ні. Ці три дії комутують одна з іншою.


	Нехай �EMBED Equation.2���. Розглянемо фактор-простір X простору w ґ A ґ R, по-будований за сигма-алгеброю всіх �EMBED Equation.2���-інвариантних множин. Нехай p – природна проекція з w ґ A ґ R на X. Оберемо довільну сигма-скінчену міру m на X, еквіва-лентну до n0 ° p-1, де n0 – будь-яка скінчена міра, еквівалентна до n. Тоді можемо написати такий розклад:


� EMBED Equation.2  ���


для будь-якої k О L1(w ґ A ґ R; n), де dn(w, a, u | x) позначає однозначно визначену сигма-скінчену неатомічну �EMBED Equation.2���-інвариантну міру, яка при майже всіх x О X задо-вольняє умові	n({(w, a, u) О w ґ A ґ R :  p(w, a, u) ( x} | x) = 0.


	Визначення 3.3. Розглянемо фактор-дії


	Ft(p(w, a, u)) = p(Tt(w, a, u)) та


	Wb(p(w, a, u)) = p(Vb(w, a, u))


на X груп, відповідно, R та A. Сукупна дія (Ft, Wb) буде назватися подвійною дією Маккі.


	Визначення 3.4. Нехай D – зчисленна щільна підгрупа R, а B – зчисленна щільна підгрупа в A. Визначимо зчисленну невироджену групу перетворень G на (w ґ A ґ R, B ґ B(A) ґ B(R), n):    G = {�EMBED Equation.2��� Ч Td Ч Vb :  g О G,  d О D,  b О B }.


	Твердження 3.2.1.  Пара (G, (r, a)) (де G типу III) є слабко еквівалентною до пари (G, (r1, a1)), де r1 та a1 – такі коцикли:  	


r1(w, a, u; �EMBED Equation.2���, Vb, Tt) = –t;  	a1(w, a, u; �EMBED Equation.2���, Vb, Tt) = b-1, 


себто r1 О Z1(w ґ A ґ R, �EMBED Equation.2���ґ B ґ D; R) та a1 О Z1(w ґ A ґ R, �EMBED Equation.2���ґ B ґ D; A).


	Під час доведення водночас виявляється, що групи перетворень G та G є орбітально еквівалентними і що пари (G, a) та (G, a1) є слабко еквівалентними.


	Визначення 3.5. Нехай h О [G]n*, а E М Dom  h – вимірна множина. fh (x) та fE(x) будуть невід'ємними функціями О L1(X, m), такими, що  fh(x) = n(Im h | x);   fE (x) = n(E| x).


	Зрозуміло, що fE = fid |E,    fh = fIm  h,    || fE ||1 = n(E).


	Лемма 3.2.2. Нехай e > 0, E – вимірна множина в w ґ A ґ R, та f О L1(X, m)+ такі, що || f – fE ||1 < e. Тоді існують вимірна множина E1 М w ґ A ґ R та відобра-ження h О [G]n* з E на E1, такі, що fE1 = f,   || n(h () – n(Ч ( E) || Ј || f - fE || + e < 2 e, та  	n(z О E :  a1(z, h) ( eA) < 2 e.


	П(сля доведення ще к(лькох допом(жних лемм можна перейти до основно( теореми:


	Теорема 3.3.1. Нехай G – аменабельна ергодична група невироджених перетво-рень типу III на (w, B, m), та нехай a – 1-коцикл для цієї дії зі значеннями в абелевій л.к.с. групі A, а r – коцикл Радона-Нікодима. Пара (G, (r, a)) є слабко еквівалентною до пари, що складається з продакт-одометра та продакт-коцикла, якщо й тільки якщо подвійна дія Маккі (Ft, Wb) є АТ.


	Легко довести, що ця умова є достатньою: це витікає з теореми 2.2.1 та з того факта, що фактор-дія АТ дії сама є АТ. Нетривіальна частина теореми – це довести, що з апроксимативної транзитивності подвійної дії Маккі витікає, що дана пара є слабко еквівалентною до продакт-одометра з продакт-коциклом. 	Завдяки твердженню 3.2.1, замість даної пари (G, (r, a)) розглядатимемо пару (G, (r1, a1)). Скористаємося твердженням 3.1.2. Нехай Z = (zi - довільна кратна вежа для G з постійними (P, b)-перехідними значеннями, де P ~ n,   b ~h a1. Наша мета – побудувати x,  Q,  g як в твердженні 3.1.2.


	Візьмемо довільний поверх er(i) в кожній zi. Розглянемо множину E = (er(i).


	Лемма 3.3.2. По ходу подальшого доведення теореми 3.3.1 ми маємо право при-пускати, що P = n на E і що bE = (a1)E.


	Тепер випису(мо АТ-умову для д(( G, користу(мось леммою 3.2.2. та (нши-ми допом(жними леммами та явно буду(мо потр(бн( x,  Q,  g.


	Випадок типу II розгляда(ться под(бними методами, але доведення грунту-(ться на використанн( твердження 3.1.1 зам(сть 3.1.2 ( проводиться без лемми 3.2.2.


	Теорема 3.4.1. Нехай G – зчисленна аменабельня група перетворень типу II, що діє на лебеговому просторі (w, B, m), та a : w ґ G ®  A  – 1-коцикл для цієї дії зі значеннями в абелевій групі A. Пара (G, a) є стабільно слабко еквівалентною до пари, що складається з продакт-одометра та продакт-коцикла, якщо й тільки якщо асо-ційована дія є АТ.


	Висновок 3.4.3. Кожну АТ дію абелевої групи може бути реалізовано як д(ю Макк(, асоц(йовану до продакт-коциклу та до д(( будь-якого заданого типу.


	Теорема 3.4.5. АТ дія абелевої групи, що є дією Маккі, побудованою за дією ти-пу II та коциклом, є водночас і образом q-продакт-коцикла, когомологічного до по-чаткового.


	У випадку неабелево( групи A треба зм(нити визначення продакт-коциклу:


	Визначення 3.7. a: W ґ G ® A назвається p-коциклом, якщо виконані такі шість умов: (1) для кожного j О N існує розбиття {Ekj,   0 Ј k < pj }, себто Ek1j ( Ek2j = ( при k1 № k2, та (kEk = W;  (2) та існують перетворення Tj типу I, які переклада-ють множини Ekj, себто Tjl Ч Ekj  = Ejk+l (mod pj), причому 	(3) Tjl Ч Eki = Eki   для всіх l, як тільки i № j,  та (4) група, що її породдають всі {Tj }j=1Ґ, співпадає з [G]; (5) dm ° Tj / dm постійне на кожній Ekj; (6) та ще a(w, Tj) є відображенням з w в A, вимірним відносно сигма-алгебри, яку породжають всі {Ekj  :  k=0,..., pj-1; j=1,...,l }.


	Тоді, зробивши відповідні зміни в деяких доказах, вдається узагальнити результати чотирьох попередніх розділів для випадку неабелевої групи A. Але A не може бути довільною:  (1) A має бути аменабельною л.к.с. групою; (2) A має включати в себе зчисленну щільну аменабельну підгрупу B; (3) коцикл a О Z1(w, G; A) має бути таким, щоб log D(a(w, g)) був кограницею, де D – модулярна функція групи A (це тривіальним чином справедливе, якщо A унімодулярна).


	Щоб з(ставити подв(йну д(ю Макк( з двома простими, розглянемо коцикли a та r окремо. Введемо такі дії:  g(w, a) = (g w, a Ч a(w, g)),  Vb(w, a) = (w, a Ч b).  Вони діють на просторі w ґ A; позначимо через Wb фактор-дію дії Vb на ергодичних ком-понентах дії g.


	Крім того, введемо дії  g(w, u) =  (g w, a + log (dm °g)/(dm)),  Tt(w, u) = (w, u + t)  на просторі w ґ R, та позначимо через Ft фактор-дію дії Tt на ергодичних компо-нентах дії g.


	Твердження 3.6.1. Якщо подвійна дія Маккі (Ft, Wb) є АТ, то й обидві прості дії Маккі Ft та Wb теж є АТ.


	Приклад 3.6.2. Нехай w = { 0, 1}Z, m - міра-добуток, m = ( mi,  mi(0) = mi(1) = 1/2.  Нехай q – перетворення Бернуллі. Розглянемо простір X = w ґ w з мірою m = mґm  і такі два перетворення, що зберігатимуть міру: q1 = q ґ q,  q2 = id ґ q. Нехай (Y, n) – лебегов простір з сигма-скінченою мірою n,  S – довільне ергодичне пере-творення на Y, що зберігає n, та нехай u1, u2 – два автоморфізми, що комутують один з іншим та задовольняють умові:  n ° u1 = exp(t1) Ч n,  	n ° u2 = exp(t2) Ч n,  де t1, t2 – два раціонально-несумірних числа. Нехай, крім того, u1, u2 належать до норма-лізатора [S].


	Розглянемо лебегов простір (X ґ Y, m ґ n) та побудуємо такі три дії:


	Q1(x, y) = (q1 x, u1 y),   	Q2 (x, y) = (q2 x, u2 y),   	S0 (x,y) = (x, S y).


Вони комутують та породжають повну групу, яку ми позначимо G. (хня спільна дія є дією типу III1 та орбітально еквівалентна до дії Z.


	Визначимо такий коцикл a О Z1(X ґ Y, G; Z): 


	a(x, y;  Q1) = 0,    a(x, y; Q2) = 1,    a(x, y; S0) = 0.


	Дія Маккі, побудована за G та a, тривіальна й тому АТ. Дія Маккі, побудо-вана за G та коциклом Радона-Нікодима, теж тривіальна й тому АТ. Але подвійна дія Маккі має фактор-дію додатньої ентропії й тому не може бути АТ.





Четвертий розд(л. Про властивості одної сукупно ергодичної дії 


прямого добутку двох груп


	Нехай (X, B, m) - простір Лебега, w = {0,1}N; елементи w мають вигляд w = {wk}k=1Ґ.  Розбиття x – це скінчений набір диз'юнктних вимірних множин Ai; їхнє об'єднання не зобов'язане співпадати з X. При w О w визначимо монотонну послі-довність розбиттів xn = {Ai(n):  i=1,..., qn} та автоморфізм �EMBED Equation.2���  простору X, що збе-рігає міру, так, щоб:


	a) xn ® e, де e – розбиття на точки;


	b) qn у двійковому запису має вигляд w0 w1 w2 ...wn,  n>0, де w0 = 1;


	c) �EMBED Equation.2��� Ai(n) = Ai+1(n),   i=1,..., qn - 1, тобто xn є стеком (вежею) для �EMBED Equation.2���;


	d) A1(n+1) ( A1+qn(n+1) = A1(n),  nі 0.


	Цей автомофізм �EMBED Equation.2��� має ранг один. Побудуємо Z2-розширення Tw над  �EMBED Equation.2���:  Tw(x,y) = (�EMBED Equation.2���x, aw(x) y),   x О X,  y О Z2,  де коцикл aw : X ® Z2   визначається так: нехай {en}0Ґ О {–1, 1}N0  – будь-яка задана послідовність. Визначимо  aw(x), щоб в(н дор(внював en  при x О � EMBED Equation.2  ���,  aw(x) = –en  при x О � EMBED Equation.2  ���, aw(x) = 1 при wn+1 = 1 та x О� EMBED Equation.2  ���.


	Нижче вважаємо послідовність w вже обраною, і притому так, щоб викону-вались такі дві умови: по-перше, існує нескінчено багато wk, рівних 1; по-друге,    


	limn®Ґ m(B(n)) Ч qn > 0,   де   B(n) = X \ �EMBED Equation.2���


	В(домо, що два розширення T, побудовані за коциклами a1 (x) та a2(x), мет-рично неізоморфні, якщо відповідні послідовності {en1}n=1Ґ  та {en2}n=1Ґ відрізня-ються в зчисленному числі місць. Будемо казати, що два коцикли a1 (x) та a2 (x) майже однакові, якщо послідовності {en1}n=1Ґ  та {en2}n=1Ґ відрізняються лише в скінченому числі місць.


	Лемма 4.2.1. Розширення T з майже однаковими коциклами метрично ізо-морфні.


	Для доведення буду(мо коцикл b(x), такий, що b(�EMBED Equation.2���x) = (a2(x)/a1(x)) b(x): до-водимо (снування точно двох таких b, що в(др(зняються знаком, та обчислю(мо (х-н( значення.


	Ми можемо тепер визначити сукупну дію групи Z та групи G = (n=0Ґ Z2. Розглянемо простір  X=XґZ2ґ{-1,1}N0;  його елемети записуватимемо як (x,y, {en}n=0Ґ).  Коцикл a, побудований за послідовністю {en}, буде позначатися a{en}(x). Визначимо дію групи Z на X, яку ми теж позначатимемо T, так: T(x, y, {en}) =(�EMBED Equation.2���x, a{en}(x) y, {en}). Ця дія розпадається на ергодичні компоненти вигляду X ґZ2 ґ {en}.  Нижче ми їх та відповідні обмеження T на них позначаємо через X{en} та T{en}. 


	Тепер визначимо дію групи G на тому ж просторі. Для всіх k О N0 визначи-мо перетворення pk простору X :


pk (x,y, {en}n=0Ґ) = (x, bk(x)y, {d(k-n) en} n=0Ґ).


	G буде групою, яку породжають всі ці перетворення; вона абелева. Бачимо, що T комутує з pk. Обчислимо тепер централізатор сукупної дії T та pk. Нехай V – автоморфізм простору X, що комутує з T та pk. Позначимо s (x, y, z) = (x, –y, z).


	Теорема 4.3.2. V = Tp Ч sq Ч �EMBED Equation.2��� pk,   де   p, q О Z та не залежать від  {en}.


	Висновок 4.3.3. Дія a групи ZґG не ізоморфна прямому добутку дій Z та G, оскільки Ca(G) = Z2N,   Ca(Z) = Z ґ Z2,  але Ca(G ґ Z) не ізоморфний Ca(Z) ґ Ca(G).





ВИСНОВКИ


	1. Поняття кумедного ранга один може бути коректно визначеним для д(й будь-яких л.к.с. груп, що не збер(гають м(ру, причому кумедний ранг один збер(га-(ться, коли м(ру зам(нюють на екв(валентну до не(.


	2. Д(я л.к.с. групи на лебеговому простор(, яка ма( кумедний ранг один, ( АТ.


	3. Якщо л.к.с. група G д(( на лебеговому простор(, то можливо визначити класи G-майже в(дкритих та G-майже замкнених п(дмножин цього простора, при-чому будь-яка вим(рна множина може бути апроксимована за допомогою мно-жин, що ( водночас майже в(дкритими та майже замкненими, з дов(льною точн(с-тю у розум(нн( м(ри симетрично( р(зниц(.


	4. Транзитивн( д(( л.к.с. груп ( АТ; д(( л.к.с. груп, що мають дискретний спектр, також ( АТ.


	5. (перша теорема про (ндукован( д(() Нехай G – л.к.с. група, H – (( замкнена нормальна п(дгрупа, та нехай H д(( на лебеговому простор( ((, B, (). Якщо д(я H ма( кумедний ранг один, та д(я G зсувами на л(вому однородному простор( X=G/H також ма( кумедний ранг один, то й (ндукована д(я групи G також ма( кумедний ранг один.


	Якщо X ( дискретним, то не треба припускати, щоб H була нормальною, (, б(льш того, у цьому випадку зворотне твердження до нашо( теореми також спра-ведливе.


	6. (друга теорема про (ндукован( д(() Нехай G – л.к.с. група, H – (( замкнена п(дгрупа, та H д(( на лебеговому простор( ((, B, (). Якщо д(я H ( АТ, то й (нду-кована д(я групи G також ( АТ.


	7. Транзитивн( д(( л.к.с. розв(язних груп мають кумедний ранг один; д(( роз-в(язних груп, що мають дискретний спектр, також мають кумедний ранг один.


	8. Транзитивн( д(( ц(лком незв(язних л.к.с. груп мають кумедний ранг один.


	9. Доведено два критер(( розпаду пари, що склада(ться з д(( та коциклу, в неск(нчений прямий добуток. Див. формулювання цих критер((в у розд(л( 3.1.


	10. Подв(йна д(я Макк(, побудована за аменабельною групою перетворень типу III G та коциклом (((, де ( – коцикл Радона-Н(кодима, а ( – дов(льний 1-ко-цикл з( значеннями в абелев(й груп( A, ( АТ тод( й т(льки тод(, коли пара (G, ((, ()) ( слабко екв(валентною до пари, що склада(ться з продакт-одометру та продакт-коциклу.


	11. Д(я Макк(, побудована за аменабельною групою перетворень типу II G та коциклом (, з( значеннями в абелев(й груп( A, ( АТ тод( й т(льки тод(, коли пара (G, () ( стаб(льно слабко екв(валентною до пари, що склада(ться з продакт-одо-метру та продакт-коциклу.


	12. Будь-яка д(я абелево( групи A може бути представленою як д(я Макк(, побудована за д((ю дов(льного заданого типу та продакт-коциклом.


	13. Попередн( твердження може бути п(дсилене: у раз(, коли дана АТ д(я бу-ла з самого початку представлена як д(я Макк(, асоц(йована до д(( типу II та ко-циклу, цей коцикл буде не т(льки слабко екв(валентним, але й когомолог(чним до деякого (-продакт-коциклу.


	14. Вс( наведен( вище (пп. 9 – 13 ) результати справедлив( не т(льки для ви-падку абелево( групи A, але й в набагато б(льш загальн(й ситуац((. Група A мусить т(льки задовольняти таким трьом умовам: (1) A – аменабельна л.к.с. група; (2) A м(стить зчисленну щ(льну аменабельну п(дгрупу; (3) даний коцикл ( ( Z1((, G; A) ма( бути таким, щоб log (((((, g)) був кограницею, де ( – модулярна функц(я гру-пи A.


	15. Ми пор(вняли подв(йну д(ю Макк(, побудовану за д((ю типу III та за по-дв(йним коциклом ((, (), з двома простими д(ями Макк(, побудованими за т((ю ж самою д((ю та за коциклами ( та ( окремо, та довели, що з апроксимативно( тран-зитивност( першо( д(( вит(ка( апроксимативна транзитивн(сть двох (нших. Зворот-не твердження ( хибним, ( ми навели в(дпов(дний приклад.


	16. Побудована сукупна дія a двох груп G= Z2 Е Z2 Е... та Z, що не ( (зоморфною до прямого добутку в(дпов(дних д(й груп G та Z , бо ма( так( влас-тивост(: 


	– якщо Ca (G ґ Z) – централізатор дії a, то Ca(G ґZ) / a(G ґ Z) ( Z2;


	– якщо z та h – дві довільні ергодичні компоненти дії a({e} ґ Z), то дії a({e}ґ Z)|z та a({e}ґ Z)|h метрично ізоморфні тоді й тільки тоді, коли z = a(g, 0)h для де-якого g О G;


	– дії кожної з груп G та Z не ергодичні.
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	Дисертац(ю присвячено вивченню апроксимативно транзитивних (АТ) д(й. Визначено властив(сть, яку кличуть кумедним рангом один, та доведено (( неза-лежн(сть в(д вибору м(ри в межах одного класу, а також що з не( вит(ка( АТ. Доведено теорему про (ндукован( д((: нехай H – замкнена нормальна п(дгрупа ло-кально компактно( сепарабельно( групи G. Якщо природна д(я  G на G/H та до-в(льна д(я H на лебеговому простор( мають кумедний ранг один, то й (ндукована д(я групи G теж ма( кумедний ранг один. Якщо G розв(язна, перша умова завжди виконана. Под(бна теорема справедлива й для АТ д(й, нав(ть без припущення про нормальн(сть п(дгрупи H. Одержано к(лька ц(кавих висновк(в. Доведено к(лька критер((в апроксимативно( транзитивност(. Подв(йний коцикл для ергодично( д(( типу II чи III, що склада(ться з коциклу Радона-Н(кодима та дов(льного коциклу, ( слабко екв(валентним до продакт-коцикла для продакт-одометра тод( й т(льки тод(, коли асоц(йована подв(йна д(я Макк( ( АТ. У випадку типу II можна знайти нав(ть продакт-коцикл, когомолог(чний до початкового. Наведено приклад, що доводить необх(дн(сть розглядання саме подв(йних д(й Макк(. Наведено приклад сукупно( д(( двох груп G та Z, не (зоморфного до добутку в(дпов(дних д(й груп G та Z; в(н ма( к(лька неспод(ваних властивостей.


	Ключов( слова: ергодична теор(я, апроксимативна транзитивн(сть, кумед-ний ранг один, (ндукована д(я, д(я Макк(, продакт-коцикл.


	Сохет А.М. Аппроксимативно транзитивные группы преобразований в эрго-дической теории. – Рукопись. Диссертация на соискание учёной степени кандидата физико-математических наук по специальности 01.01.01 – математический анализ. – Физико-технический институт низких температур НАН Украины, Харьков, 1999.


	Диссертация посвящена аппроксимативно транзитивным (АТ) действиям. Вводится понятие странного ранга один и доказывается его независимость от вы-бора меры в пределах одного класса, а также что из него следует АТ. Доказы-вается теорема об индуцированных действиях: пусть H – замкнутая нормальная подгруппа локально компактной сепарабельной группы G. Если естественное дей-ствие G на G/H и произвольное действие H на пространстве Лебега оба имеют странный ранг один, то то же верно и для индуцированного действия G. Если G разрешима, первое условие всегда верно. Аналогичная теорема справедлива и для АТ действий, и даже без предположения о нормальности H. Получен ряд интерес-ных следствий. Доказано несколько критериев АТ-свойства. Двойной коцикл для эргодического действия типа II или III, состоящий из коцикла Радона-Никодима и произвольного коцикла, слабо эквивалентен продакт-коциклу для продакт-одо-метра, если и только если ассоциированное двойное действие Макки – АТ. В случае типа II можно даже найти продакт-коцикл, когомологичный данному. Приведен пример, показывающий необходимость рассмотрения двойных дейст-вий Макки. Построен пример совместного действия групп G и Z, не изоморфного произведению соответствующих действий групп G и Z и обладающего некото-рыми неожиданными свойствами.


	Ключевые слова: эргодическая теория, аппроксимативная транзитивность, странный ранг один, индуцированное действие, действие Макки, продакт-коцикл.


	Sokhet A.M. Approximately transitive transformation groups in the ergodic theory. – Manuscript.  Thesis for a candidate’s degree in Physics and Mathematics by speciality 01.01.01 – mathematical analysis. – Institute for Low Temperature Physics & Engi-neering, Kharkov, 1999.


	The class of approximately transitive (AT) actions was introduced by A.Connes and E.J.Woods in connection with the characterization problem for the factors which are infinite tensor products of type I factors. These actions have turned to be very inte-resting from the ergodic theory point of view, and a lot of papers were devoted to study-ing of these actions. 


	A lot of problems arose in connection with the approximate transitivity, and some of them are already solved. The first natural group of questions is how the property of approximate transitivity (AT property) is related with other properties studied in the ergodic theory. Some sufficient conditions for the approximate transitivity are presented here. Another group of questions was to connect the study of AT actions with the classification problem of 1-cocycles of ergodic actions. A description of AT actions constructed as Mackey actions in terms of product cocycles and the weak equivalence relation is obtained in this thesis.


	In fact, a lot of results concerning the AT property were primarily obtained for the most natural particular cases of a single automorphism and a flow, i.e. for the actions of Z and R. The author’s purpose was to understand what do these results mean for the general case of an action of an arbitrary locally compact separable group and to prove their appropriate analogues.


	This paper consists of four chapters. 


	Chapter 1 presents some preliminaries: we recall some definitions used in the ergodic theory, introduce the notion of the approximate transitivity and discuss some its reformulations, and then pass to the definitions of a cocycle, a Mackey action and of the weak equivalence. 


	Chapter 2 contains some theorems providing sufficient conditions for the approximate transitivity. We start from the definitions of rank and funny rank; we define funny rank one for a non measure-preserving action of an arbitrary locally compact separable (l.c.s.) group. We prove that the funny rank one is a sufficient condition for the AT property. We show that any transitive action of a l.c.s.  group is AT, as well as any action having discrete spectrum. Then, we pass to Abelian group actions and prove that their transitive action are not only AT, but even have funny rank one. We extend then these results from Abelian l.c.s. groups to a more general class  of solvable groups. To do this, we prove (and this is the main result in this chapter) funny rank one for an induced action: namely, if H is a closed normal subgroup of a l.c.s. group G, and both an (arbitrary) action of H on some Lebesgue space and the natural G-action on G/H have funny rank one, then the induced G-action will also have it. A similar (but much simpler) result is proved for the AT property also. We obtain some important corollaries of our result; among them, there is an interesting one concering to totally disconnected group actions; namely, their transitive actions have funny rank one, and to prove this, we need not assume the solvability.


	Chapter 3 contains some theorem providing criterions of the AT property in the terms of Mackey actions and product cocycles. We introduce product cocycles, and then prove two technical criterions of the product property. Then, we consider so-called double Mackey actions, and deal with type II and type III actions separately. The principal results of this chapter state that (1) the Mackey action constructed by an amenable type III transformation group G and a 1-cocycle (((, where ( is  the Radon-Nikodym cocycle while ( is an arbitrary 1-cocycle with values in a l.c.s. group A, is AT if and only if the pair (G, ((,()) is weakly equivalent to a product odometer supplied with a product cocycle; (2) the Mackey action constructed by an amenable type II trans-formation group G and a 1-cocycle ( with values in a l.c.s. group A is AT if and only if the pair (G, () is stably weakly equivalent to a product odometer supplied with a product cocycle; (3) any AT action of a l.c.s. group A can be represented as a Mackey action constructed by an action of any pre-given type and a product cocycle; (4) the latter statement can be strengthened: in the case when the given AT action from the very beginning was a range of a type II action and a cocycle, then this cocycle turns out to be not only weak equivalent but even cohomologous to a (-product cocycle; (5) the Mackey action constructed by a type III action and ((,() is compared  with two Mackey actions constructed by ( and ( separately, and it is shown that the AT property for the first one implies the AT property for two others, while the converse statement turns out to be false by constructing an appropriate example. 


	Chapter 4 presents another interesting example of a joint action ( of two groups G = Z2 ( Z2 ( ... and Z that is not isomorphic to the product of the corresponding G and Z-actions and possesses with some interesting properties: the actions of Z and G separately are not ergodic, the actions of Z on its ergodic components are isomorphic if and only if these components are mapped to one another by the action of G, and the centralizer Ca (G ґ Z) is such that Ca(GґZ) / a(G ґ Z) ( Z2.


	Key words: ergodic theory, approximate transitivity, funny rank one, induced action, Mackey action, product cocycle.
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