Вільні гармонійні коливання пружної системи з одним ступенем свободи
Задача про гармонійні коливання системи з одним ступенем волі розглядаються в курсі теоретичної механіки. Як пружну система звичайно розглядають вантаж, підвішений до вертикально розташованої пружини (рис. 15.5).
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Рис. 15.5. Гармонійні коливання системи з одним ступенем волі
Диференціальне рівняння коливань вантажу вагою [image: image2.png]


 (зневажаючи масою пружини) можна одержати, користуючись принципом д'Аламбера. Дорівнюючи до нуля суму проекцій на вертикальну вісь всіх сил, що діють на вантаж, одержуємо
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,
звідки
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,
або
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	(15.1)


де [image: image6.png]


 — друга похідна переміщення вантажу за часом [image: image7.png]


;
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.
	(15.2)


Тут [image: image9.png]


 — жорсткість пружини, чисельно дорівнює силі, що викликає розтягання пружини, рівне одиниці довжини;
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 — прискорення сили ваги;
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 — статична деформація розтягання пружини під дією підвішеного вантажу вагою [image: image12.png]


.
З рівняння (15.1) випливає загальне рішення, що встановлює залежність між ординатою [image: image13.png]


 вантажу і часом [image: image14.png]


:
	[image: image15.png]x=Acos i + Bsinwt




	(15.3)


де [image: image16.png]


 — кругова частота власних коливань; а [image: image17.png]


 й [image: image18.png]


 — постійні інтегрування, що залежать від початкових умов. За початок відліку переміщень вибирається положення вантажу, що відповідає стану рівноваги.
Якщо задані початкова координата вантажу [image: image19.png]


 й початкова швидкість [image: image20.png]


 при [image: image21.png]


, то з рівняння (15.3) визначаються постійні інтегрування:
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;    [image: image23.png]gl



.
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Думаючи [image: image24.png]Xg = asina



 й [image: image25.png]vy fw=acos @



, рівняння (15.3) можна представити також у вигляді
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;
при цьому амплітуда коливань
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,
або
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.
Величина [image: image29.png]@t +a



 зветься фазою коливань, а величина [image: image30.png]


 називається зрушенням фази. На підставі виразів (15.4) [image: image31.png]


 може бути визначене з умови
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.
З рівняння (15.2) кругова частота власних коливань визначиться формулою
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.
	(15.5)


Маючи на увазі, що [image: image34.png]QOfg



 являє собою масу [image: image35.png]


 підвішеного вантажу [image: image36.png]


, кругову частоту можна також представити так:
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.
Нагадаємо, що під круговою частотою мається на увазі число коливань, чинених протягом [image: image38.png]2xc



.
Знаючи кругову частоту коливань, можна знайти період коливань [image: image39.png]


 (час одного повного коливання) по формулі
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.
	(15.6)


Величина, зворотна періоду коливань, визначає число коливань в одиницю часу (секунду) і зветься секундною частоти:
[image: image41.png]


.
Секундна частота коливань звичайно виражається в герцах; число герців дорівнює числу коливань у секунду.
У якості реальної пружної коливальної системи з одним ступенем волі може служити система, що складається із пружного тонкого стрижня, верхній кінець якого жорстко закріплений, а до нижнього підвішений вантаж. Очевидно в тому випадку, коли маса стрижня значно менше маси вантажу, дана система нічим не відрізняється від раніше розглянутої (рис. 15.5). Тому для знаходження частоти, періоду й амплітуди власних коливань вантажу, підвішеного до пружного стрижня, можна користуватися отриманими вище формулами для вантажу, підвішеного до пружини, При цьому необхідно встановити жорсткість стрижня, еквівалентну жорсткості [image: image42.png]


 пружини.
При розтяганні стрижня довжиною [image: image43.png]


 і площею поперечного переріза [image: image44.png]


 абсолютне подовження стрижня, як відомо, визначається формулою
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.
Зусилля, що відповідає статичній деформації [image: image46.png]


, рівній одиниці, являє собою шукану жорсткість:
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.
	(15.7)


Тоді на підставі виразу (15.5) власна частота коливань підвішеного вантажу [image: image48.png]
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Маючи на увазі, що [image: image50.png]QOfg



 являє собою масу вантажу, можна записати
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З формул (15.8) і (15.9) видно, що частота вільних коливань системи зростає зі збільшенням жорсткості, або, що те ж, зі зменшенням статичної деформації, викликуваної даним вантажем. Легко переконатися, що вантаж, підвішений до пружного стрижня, володіє значно більш високою власною частотою коливання, чим той же вантаж, підвішений до податливої пружини.
Відношення частот власних коливань вантажу, прикріпленого до двох різних стрижнів, обратно пропорційно кореню квадратному з відношення статичних подовжень стрижнів. 
Приклад. Визначити власну частоту коливань вантажу вагою [image: image52.png]©=02xH



, підвішеної до кінця сталевого стрижня довжиною [image: image53.png]40 cne



 й площею поперечного переріза [image: image54.png]F=lou?



, при модулі пружності матеріалу [image: image55.png]S
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Кругова частота коливань, відповідно до формули (15.8),
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Таким чином, частота коливань вантажу відповідає:
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Приклад 15.2. Визначити, як зміниться частота власних коливань вантажу [image: image58.png]


, якщо від першого способу кріплення його перейти до другого, розрізавши пружину на дві рівні частини й закріпивши вантаж посередині (рис. 15.6).
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Рис. 15.6. До прикладу 15.2
Частота коливань вантажу, підвішеного на пружині,
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;
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,
де [image: image62.png]


 — жорсткість пружини;
[image: image63.png]


 — середній радіус витка пружини; [image: image64.png]


 — число витків; [image: image65.png]


 — радіус дроту пружини; [image: image66.png]


 — модуль пружності при зсуві.
Для першої схеми
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.
У другій схемі кожна частина пружини буде мати більшу жорсткість
[image: image68.png]


.
У першому випадку переміщення вантажу
[image: image69.png]


.
У другому випадку кожна половина пружини сприйме навантаження [image: image70.png]Pf2



. Тому переміщення вантажу
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.
Частота коливань вантажу, підвішеного на пружині по першій схемі,
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.
Частота коливань вантажу, підвішеного по другій схемі,
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.
Співвідношення частот коливань
[image: image74.png]


,
тобто при заміні способу підвісу вантажу частота збільшиться у два рази.
Приклад. Знайти період коливань вантажу [image: image75.png]


, підвішеного на жорсткій нитці (рис. 15.7), зневажаючи тертям у блоці. Жорсткість верхньої й нижньої пружин відповідно [image: image76.png]


 й [image: image77.png]


.
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Рис. 15.7. До прикладу 15.3
Визначаємо переміщення статично підвішеного вантажу [image: image79.png]


. Це переміщення складається з подовження верхньої пружини [image: image80.png]


 під дією сили [image: image81.png]


 й подовження нижньої пружини [image: image82.png]


 під дією сили [image: image83.png]


, тобто опускання вантажу [image: image84.png]
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Тоді період коливань
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Викладена вище теорія розрахунку поздовжніх коливань може бути поширена також і на випадки розрахунку поперечних і крутильних коливань. Наприклад, розглядаючи невагому балку з одним ступенем волі, одержимо рівняння руху у вигляді (15.1). У цьому випадку замість змінної [image: image87.png]


 варто прийняти переміщення вантажу в напрямку, перпендикулярному до осі, тобто прогин [image: image88.png]


. Вираз для власної частоти й періоду коливань зберігають колишній вид (15.5) і (15.6). При цьому [image: image89.png]


 являє собою прогин під вантажем [image: image90.png]


 при статичному його додатку.
Для випадку, зображеного на рис. 15.8,
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.
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Рис. 15.8. Статичний прогин балки
Приклад 15.4. Визначити частоту власних поперечних коливань сталевого вала діаметром [image: image93.png]d =50 nnt



, що несе диск вагою [image: image94.png]Q=1xH



 (рис. 15.5).
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Рис. 15.9. Наприклад 15.4
Власна частота поперечних коливань розглянутої системи з одним ступенем волі визначиться по формулі (15.5):
[image: image96.png]


.
де [image: image97.png]


 — статичний прогин вала в місці розташування диска:
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.
Підставляючи  отримане значення [image: image99.png]


 у формулу частоти, будемо мати
[image: image100.png]


.
Прикладом пружної системи, здатної робити крутильні коливання, може служити диск, сполучений зі стрижнем за схемою, показаної на рис. 15.10. Якщо до диска в його площині прикладена й раптово вилучена пара сил, то виникнуть вільні коливання крутіння стрижня разом з диском.
[image: image101.jpg]



Рис. 15.10. Крутильні коливання
Позначимо крутильну жорсткість вала (скручуючий момент, необхідний для закручення вала на один радіан) через [image: image102.png]Gmd*fl-32




 ( [image: image103.png]


— діаметр стрижня, [image: image104.png]


 — його довжина), а повний кут закручування стрижня — через [image: image105.png]


. Крутний момент у стрижні, що закручується циклічно при коливаннях, у довільний [image: image106.png]


 момент часу буде . Зневажаючи силами інерції маси стрижня в порівнянні з масою диска й дорівнюючи крутний момент у стрижні до моменту сил інерції диска, одержуємо наступне диференціальне рівняння руху диска:
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	(15.10)


де [image: image108.png]


 — момент інерції диска щодо осі стрижня, перпендикулярної до площини диска.
Для круглого диска постійної товщини діаметром [image: image109.png]


 з питомою вагою його матеріалу [image: image110.png]
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.
де [image: image112.png]


 — вага диска.
У випадку диска змінної товщини [image: image113.png]
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.
Позначаючи [image: image115.png]


, рівняння (15.10) можна переписати у вигляді (15.1):
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,
загальне рішення, якого
[image: image117.png]@=Acost + Bsinwi



.
Звідси видно, що період коливань крутіння розглянутої системи
[image: image118.png]


.
Для стрижня постійного перетину діаметром [image: image119.png]


 період і частота коливань відповідно
	[image: image120.png]
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	(15.11)


Отриманий результат застосуємо також і до систем із двома дисками що обертаються (рис. 15.11). Дійсно, якщо закрутити диски один щодо іншого, а потім миттєво зняти прикладені зовнішні моменти, то диски почнуть робити крутильні коливання назустріч один одному. При цьому деякий проміжний перетин  вала  залишиться  нерухомим. 
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Рис. 15.11. Система із двома дисками
Положення  цього так званого вузлового перетину [image: image123.png]


 можна знайти з умови рівності частот коливань обох дисків з пов'язаними з ними ділянками вала довжиною [image: image124.png]


 й [image: image125.png]


, для яких застосовні формули (15.11):
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звідки
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,
де [image: image128.png]


 й [image: image129.png]


 — моменти інерції відповідно першого й другого дисків.
Використовуючи останнє співвідношення, а також маючи на увазі, що [image: image130.png]


, знайдемо
[image: image131.png]Jy+dy



;    [image: image132.png]Jy+Jy



.
Тоді період і частота крутильних коливань системи, відповідно до формул (15.11), у яких замість [image: image133.png]


 варто підставити вираз для [image: image134.png]


 (або [image: image135.png]


), будуть наступними:
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Помітимо, що розглянута коливальна система має велике практичне значення, тому що вона є прототипом коливальної системи, до якої можуть приводитися багато пружних систем, що зустрічаються в інженерній справі, зокрема вали із двома обертовими масами.
