Вибір матеріалу й раціональних форм поперечних перерізів для стиснених стрижнів. Поздовжньо-поперечний згин
Для стрижнів великої гнучкості [image: image1.png]A2 4,,)



, коли критичні напруження не перевищують межі пропорційності матеріалу, модуль пружності [image: image2.png]


 є єдиною механічною характеристикою, що визначає опір стрижня втраті стійкості. У цьому випадку недоцільно застосовувати сталь підвищеної міцності, тому що модулі [image: image3.png]


 для різних сталей практично однакові.
Для стрижнів малої гнучкості застосування спеціальних високосортних сталей доцільно, тому що в цьому випадку підвищення границі текучості стали збільшує критичні напруження, а отже, і запас стійкості.
З економічної точки зору найбільш раціональна така форма поперечного переріза стрижня, при якій величина найменшого радіуса інерції [image: image4.png]


 при певній площі є найбільшою. Для зручності порівняння різних перетинів введемо безрозмірну характеристику
[image: image5.png]N



,
яку можна назвати питомим радіусом інерції. Нижче наведені значення [image: image6.png]


 для деяких перетинів:
	Перетин
	[image: image7.png]




	Трубчастий перетин [image: image8.png]



Трубчастий перетин [image: image9.png]
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0,204


де [image: image11.png]


.
Аналіз даних показує, що найбільш раціональні трубчасті тонкостінні перетини. Настільки ж раціональне й коробчасті тонкостінні перетини. Однак варто помітити, що при проектуванні тонкостінних трубчастих і коробчастих перетинів необхідно передбачати постановку діафрагм (ребер жорсткості) на певних відстанях по довжині стрижня. Ці діафрагми перешкоджають появі місцевих деформацій (покороблених стінок). Найменш раціональні суцільні прямокутні перетини.
При розрахунку стиснутих стрижнів на стійкість варто прагнути до того, щоб вони були равностійкими у всіх напрямках. Для цього проектувати перетини треба так, щоб головні моменти інерції були по можливості однаковими. Трубчасті перетини раціональні і з цього погляду. Цьому критерію задовольняють також квадратні й круглі перетини. Нераціонально застосовувати двотаврові перетини й перетини у вигляді прямокутника. Однак якщо наведені довжини в головних площинах різні, той і головний моменти інерції також варто проектувати різними, для того щоб величини гнучкостей стрижня в обох головних площинах були однаковими або хоча б близькими між собою. Якщо не вдається зробити гнучкості однаковими, то розрахунок варто вести по максимальній гнучкості.
Поздовжньо-поперечний згин
Згин прямого бруса називається поздовжньо-поперечним, якщо в його поперечних перерізах виникають згинальні моменти як від поздовжніх, так і від поперечних навантажень (рис. 14.12). 
[image: image12.png]



Рис. 14.12. Поздовжньо-поперечний згин
При розрахунку на поздовжньо-поперечний згин згинальні моменти в поперечних перерізах обчислюють із урахуванням прогинів осі бруса:
	[image: image13.png]M 7| = 0|+ 5w |



,
	(14.44)


де [image: image14.png]


 — повний згинальний момент;
[image: image15.png]


 — момент від поперечного навантаження;
[image: image16.png]


 — додатковий згинальний момент від дії осьової сили [image: image17.png]


.
Обчислення повного згинального моменту [image: image18.png]


 ускладнюється тим, що в цьому випадку принцип незалежності дії сил не застосуємо. Дійсно, повний прогин [image: image19.png]


 можна розглядати состоящим із прогину [image: image20.png]


, що виникає від дії одного тільки поперечного навантаження, і додаткового прогину [image: image21.png]


, викликаного силою [image: image22.png]


. Зовсім очевидно, що якщо осьові сили стискаючі, повний прогин більше прогину від одного тільки поперечного навантаження.
Точний спосіб розрахунку. Розглянемо точний метод визначення величини згинального моменту [image: image23.png]


. Нехай на консольну балку (рис. 14.13) діють стискаюча сила [image: image24.png]


 й поперечні навантаження: момент [image: image25.png]


 і сила [image: image26.png]


, прикладені на вільному кінці, що збігається з початком координат.
[image: image27.png]



Рис. 14.13. Точний метод розрахунку
У цьому випадку диференціальне рівняння пружної лінії запишеться так:
	[image: image28.png]


,
	(14.45)


де [image: image29.png]


 — повний згинальний момент у довільному перетині балки.
При складанні виразів [image: image30.png]


 рівняння, що підставляється в праву частину, (14.45), для згинальних моментів, викликаних поперечними навантаженнями, зберігається звичайне правило знаків, а момент від [image: image31.png]


 стискаючої сили записується зі знаком «мінус», тому що [image: image32.png]d%wfdx?



 й [image: image33.png]


 завжди мають протилежні знаки. Для нашого випадку вираз (14.44) потрібно представити так:
	[image: image34.png]Swp =My + Fyx + Slwy — wyp)



.
	(14.46)


Продиференціював вираз (14.46) по [image: image35.png]


 двічі, одержимо
	[image: image36.png]


.
	(14.47)


Підставивши сюди вираз для [image: image37.png]dtwy fax?



 з рівняння (14.45), запишемо
	[image: image38.png]


.
	(14.48)


Увівши позначення
	[image: image39.png]


,
	(14.49)


одержимо диференціальне рівняння для згинальних моментів:
	[image: image40.png]


.
	(14.50)


Загальний інтеграл рівняння (14.50) буде наступним:
	[image: image41.png]M p(x)= Acoskx + Bsin kx



.
	(14.51)


Продиференціював рівняння (14.51) по [image: image42.png]


, одержимо рівняння для поперечних сил:
	[image: image43.png]Oplx)=—Aksinkx + Bk cos kx



.
	(14.52)


Фізичний зміст постійних інтегрування встановимо, розглядаючи початкові умови:
при [image: image44.png]



	[image: image45.png]M (0)



;
	(14.53)

	[image: image46.png]


.
	(14.54)


Ці початкові значення [image: image47.png]


 й [image: image48.png]On



 назвемо початковими параметрами й позначимо через [image: image49.png]


 і [image: image50.png]On



 відповідно. Тоді рівняння згинальних моментів при поздовжньо-поперечному згині прийме вид
	[image: image51.png]Mylr)= My coskr + %sinkx



.
	(14.55)


Щоб одержати загальне рівняння для згинальних моментів при дії стискаючої сили й різних зосереджених або розподілених зовнішніх навантажень, можна застосувати метод початкових параметрів. Дійсно, рівняння (14.55) складено з урахуванням одночасної дії поздовжньої сили й поперечних навантажень, і, виходить, тут може бути застосовано принцип незалежності й додавання дії сил.
Розглянемо балку, навантажену наступними поперечними навантаженнями (рис. 14.14): силами [image: image52.png]


 й [image: image53.png]


, моментами [image: image54.png]


 й [image: image55.png]


, розподіленим навантаженням [image: image56.png]


. Прикладемо також стискаючу осьову силу [image: image57.png]


.
[image: image58.png]



Рис. 14.14. Одночасна дія різних навантажень
Щоб знайти вираз для згинальних моментів [image: image59.png]


 на крайньому правом (тобто [image: image60.png]


) ділянці балки, будемо міркувати в такий спосіб. Спочатку допустимо, що всі навантаження ( [image: image61.png]


і [image: image62.png]


), за винятком початкових, відсутні. Тоді момент [image: image63.png]


 виразиться у функції від початкових параметрів [image: image64.png]


, [image: image65.png]On



 і абсциси [image: image66.png]


 по формулі (14.55). Нехай тепер початкові параметри дорівнюють нулю, але діють зосереджені навантаження [image: image67.png]


 й [image: image68.png]


. Вдумуючись у геометричний і статичний зміст цих силових факторів, доходимо висновку, що їх можна прийняти за нові початкові параметри, якщо перемістити початок координат відповідно розташуванню цих силових факторів — у точки з абсцисами [image: image69.png]


 або [image: image70.png]


  відповідно. Тоді аргументами тригонометричних функцій у формулі (14.55) будуть відрізки
[image: image71.png](x—q)



; [image: image72.png](x-5)




і рівняння для згинальних моментів прийме вид
	[image: image73.png]M{x)= M, cosk(r - a,)+ %sink(x—b,)



.
	(14.56)


Якщо сил і моментів на ділянці [image: image74.png]


 декілька [image: image75.png]


, то потрібно ввести суми. Тоді одержимо
	[image: image76.png]Milx)=3 My coskln—a, )+ 3, %sink(x—b,)
& &



.
	(14.57)

	При дії розподілених навантажень [image: image77.png]


 другий доданок перетворюється в інтеграл від елементарних силових факторів [image: image78.png]gdn



 (рис. 14.14):
[image: image79.png]T%sink(x—r])dr]: 9 [cosk{x - d)- cosk{x-c)|



.
	(14.58)


З огляду на одночасну дію всіх перерахованих силових факторів, у тому числі і початкових параметрах [image: image80.png]


 і [image: image81.png]On



, одержимо універсальне рівняння для моментів при повздошно-поперечному згині:
	[image: image82.png]M{r)= My coskr + 2, QH sinbx + 30, cosk{r— a, )+




[image: image83.png]+ E om0 Z%[cusk(r—d, )-cosklx-c,)|



.
	(14.59)


Продифференцировав це рівняння по [image: image84.png]


, одержимо рівняння для поперечних сил:
	[image: image85.png]—M glesinkx + Qp cos boc — M kesin k(x — a, )+





[image: image86.png]+ 3 Feosk(x—b,)- Zk[smk(x d;)-sink{x ¢, )



.
	(14.60)


Порядок застосування цих рівнянь до рішення задач принципово той же, що й у розглянутих випадках застосування методу початкових параметрів.
Початкові параметри визначаються із крайових умов балки. У загальному виді ці умови можна представити так:
а) для шарнірно обпертої балки
	[image: image87.png]M (0)

1 4(0)



;
	(14.61)

	[image: image88.png]Mg()

Myl)



;
	(14.62)


при відсутності зовнішніх моментів на кінцях балки [image: image89.png]


;
б) для консольної балки з лівим затисненим кінцем
	[image: image90.png]Mg()

Myl)



;
	(14.63)

	[image: image91.png]


;
	(14.64)


в) для консольної балки із защемленням праворуч
	[image: image92.png]M (0)

1 4(0)



;
	(14.65)

	[image: image93.png]


.
	(14.66)


Нагадуємо, що тут [image: image94.png]


, [image: image95.png]


 і [image: image96.png]


 — моменти й поперечні сили в кінцевих перетинах балки тільки від поперечного навантаження.
Умови (14.64) і (14.66) випливають із того, що в закладенні поздовжня сила [image: image97.png]


 не дає поперечної складової, тому що дотична до осі балки тут горизонтальна.
Після того як знайдені початкові параметри [image: image98.png]


 й [image: image99.png]On



, легко визначити повний згинальний момент [image: image100.png]


 у будь-якому перетині балки. Знаючи величини згинальних моментів, можемо обчислити найбільше нормальне напруження:
	[image: image101.png]5 M e
+



.
	(14.67)


Для визначення прогинів скористаємося рівнянням (14.44), звідки одержимо
	[image: image102.png]


.
	(14.68)


Приклад 14.3. Прийнявши для балки (рис. 14.13) наступні навантаження: [image: image103.png]5=100F,



; [image: image104.png]My =2F1



; [image: image105.png]2,5 «H



, визначити найбільші нормальні напруги в перетині [image: image106.png]


, якщо [image: image107.png]


. Поперечний переріз квадратне площею [image: image108.png]A=10x10 o?



; [image: image109.png]I=¢*12-835 cu®



; [image: image110.png]3/6=167 o’



; [image: image111.png]E=2-10° M



.
Рішення.
Становимо рівняння моментів і поперечних сил:
[image: image112.png]Mylr)= My coskr + %QH sin bx



;
[image: image113.png]0, )= —M ghsin kx + O cos b



.
Граничні умови розглянутої балки наступні:
[image: image114.png]Mp0)=M,=2F]



; [image: image115.png]


.
З першої граничної умови знаходимо [image: image116.png]M (0)



:
[image: image117.png]Mp0)=My=2F!



.
Друга гранична умова дає
[image: image118.png]2Fylkesinkl + Oy coskd = Fy



,
звідки
[image: image119.png]_ Ry +2Rlksinkl

= coskl



.
Тепер запишемо остаточне вираження для [image: image120.png]


:
[image: image121.png]5 apismn

2R lcoskct £ sinkx
coskl




.
Тому що нас цікавить згинальний  момент [image: image122.png]


 у перетині [image: image123.png]


, то при
[image: image124.png]3,873-107 cut

5 100-2,5-107
b= 2= V307835 10
£r V2-10°-835-10



;
[image: image125.png]sinki

in 200 = sin0,775 = 0,700



;
[image: image126.png]coskl = cos200k = c0s0,775 = 0,713



;
[image: image127.png]tg ki =g 200k =g 0,775 = 0,983



.
знайдемо, що
[image: image128.png]My(l)=Mg= 2@,1[cusk1 + [Z%Jr sinkl]zgkl} 20,35 xH - 1



.
Найбільші напруги обчислюємо по формулі (14.67):
[image: image129.png]=25+1219 Mila =146,9 MIla



.
Наближений розрахунок. У практичних розрахунках широко поширені наближені способи рішення, засновані на допущенні, що вигнута вісь балки при поперечному навантаженні приймає форму синусоїди, тобто
	[image: image130.png]w(x):fgin?



.
	(14.69)


При наявності поздовжньої сили також приблизно приймають, що
	[image: image131.png]W) fpsin ™



.
	(14.70)


Це припущення дозволяє одержати практично досить точні результати для шарнірно обпертих балок при дії поперечних навантажень, спрямованих в одну сторону, особливо якщо деформація балки виявляється симетричної щодо її середини, де [image: image132.png]wi(lf2)= [



.
Диференціальне рівняння пружної лінії
	[image: image133.png]



	(14.71)


при подовжньо поперечному згині балки з урахуванням вираз (14.46) запишеться так:
	[image: image134.png]


.
	(14.72)


Виключивши з рівнянь (14.71) і (14.72) [image: image135.png]


 і врахувавши допущення (14.69) і (14.70), знаходимо, що
	[image: image136.png]


.
	(14.73)


Тоді після диференціювання
	[image: image137.png]=
o
a-1)
-5
T



.
	(14.74)


Введемо позначення
	[image: image138.png]



	(14.75)


і назвемо [image: image139.png]


 ейлеровой силою. Ця сила чисельно дорівнює [image: image140.png]


, обумовленому по формулі (14.14). З рівняння (14.74) знайдемо вираз для прогину посередині прольоту балки при спільній дії поздовжнього й поперечного навантажень:
	[image: image141.png]


.
	(14.76)


Застосовуючи цю формулу, варто мати на увазі, що ейлерова сила [image: image142.png]


  введена вираженням (14.75) чисто формально. Тому на відміну від критичного навантаження [image: image143.png]


 сила [image: image144.png]


 повинна обчислюватися по формулі (14.14) при будь-якій гнучкості балки (навіть меншої граничної). Обчислюючи ейлерову силу, момент інерції варто брати щодо тої з головних осей інерції перетину, що перпендикулярна до площини дії поперечного навантаження.
Вираз (14.76) звичайно застосовують і при інших опорних закріпленнях стиснуто-зігнутих балок. У цьому випадку ейлерова сила повинна обчислюватися по формулі (14.20):
[image: image145.png]


.
Вираз (14.76) дає задовільні результати, коли стискаюча сила [image: image146.png]


 не перевищує [image: image147.png]087,



.
Припускаючи, що згинальні моменти пропорційні прогинам, одержимо просту формулу для наближеного визначення величини найбільшого моменту при повздошно-поперечному вигині:
	[image: image148.png]M
1-5/F,
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	(14.77)


Тоді для обчислення найбільших напружень, відповідно до виразів (14.67) і (14.77), одержимо формулу
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	(14.78)


Приклад. Обчислити максимальний момент і найбільше нормальне напруження в балці, показаної на рис. 14.15. Поперечний переріз балки — двотавр № 10; для нього [image: image150.png]A=12 o
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Рис. 14.15. Наприклад 14.4
Обчислюємо [image: image154.png]


 по формулі (14.75):
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Обчислюємо момент посередині прольоту для випадку поперечного згину:
[image: image156.png]Fl_085-6
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,
а потім по формулі (14.77) знаходимо найбільший момент при  поздовньо-поперечному згині:
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Найбільші напруження обчислюємо по формулі (14.67):
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Визначення допустимого навантаження, що, при повздошно-поперечному вигині. Розрахунок на повздошно-поперечний згин має ту особливість, що напруження при збільшенні навантаження зростають значно швидше останньої (рис. 14.16). (Графік на малюнку побудований по формулі (14.78) відповідно до даних приклада 14.4). Така ж нелінійна залежність напружень від навантаження має місце в будь-якої задачі повздошно-поперечного згину.
[image: image159.jpg]PH

Pror—
800| 7(/
Vil /

+00

7] 40 80 120 160 200 240 280 G MlTa
T ta1




Рис. 14.16. Графік залежності напружень від навантаження
Із графіка треба, що якщо для пластичного матеріалу напруження [image: image160.png]


 в стрижні дорівнюють допустимим напруженням [image: image161.png]


, то забезпечений запас міцності по напруженнях:
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	(14.79)


Здавалося б, що при цьому міцність сжато-изогнутой балки забезпечена. Однак із графіка також виходить, що в цьому випадку коефіцієнт запасу по навантаженнях значно менше [image: image163.png]


, тобто
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	(14.80)


Це означає, що досить незначного збільшення навантаження (на величину [image: image165.png]


), щоб напруження досягли границі текучості, а це практично відповідає руйнуванню балки. Звідси необхідно зробити висновок, що розрахунок сжато-зігнутих балок варто вести не по допустимим напруженням, а по допустимому навантаженню
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	(14.81)


Зрозуміло, що при цьому напруги [image: image167.png]


 будуть значно, що допускаються менше напруг [image: image168.png]


.
Таким чином, для визначення допустимого навантаження, необхідно спочатку знайти величину небезпечного (руйнуючого) навантаження [image: image169.png]


. Це можна зробити, скориставшись формулою (14.67) або (14.78), якщо припустити, що межа пропорційності й границя текучості збігаються. При застосуванні формули (14.67) з обчисленням [image: image170.png]


 по точному способу задача вирішується методом послідовних наближень, при цьому доцільно скористатися побудовою графіка, подібного зображеному на рис. 14.16. Застосовуючи формулу (14.78), результат можна знайти скоріше. Для цього достатньо вирішити квадратне рівняння відносне [image: image171.png]


.
