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Визначення напруг на похилих площадках. Умови на поверхні
Для дослідження напруженого стану тіла в будь-якій його точці потрібно вміти визначати напруги не тільки на площадках, паралельних координатним площинам, але й на похилих.
Положення нескінченно малої похилої площадки [image: image1.png]abe



 (мал.1.2) визначається нормаллю [image: image2.png]


 з напрямними косинусами
[image: image3.png]cos(x,v)=I; cos(y,v)=m; cosz,v)=n




[image: image4.png]



Рис.1.2. Напруги на похилій площадці
Похила площадка й координатні площини утворять нескінченно малий тетраедр [image: image5.png]oabe.



 Позначимо площу похилої площадки через [image: image6.png]


 і зв'яжемо з нею площі інших граней тетраедра:
[image: image7.png]be =AA-L A =dA-m;

=dA-n.

Ay =




Розглянемо сили, що діють на тетраедр. На координатних площадках це будуть сили від шести складових напруг [image: image8.png]


 а на похилій — сили від трьох складових повної напруги [image: image9.png]


 Крім того, по всьому об’ємі тетраедра діють складові [image: image10.png]


 об'ємної сили.
Спроектуємо діючі сили на вісь х:
[image: image11.png]X dA-0,dA-1 -7 dd-m-7,d4-n+ XdV=0.




Опускаючи доданок третього порядку малості й розділивши все на [image: image12.png]


 одержимо
[image: image13.png]X, =0 +T,m+T,n




Аналогічним чином можна одержати ще два рівняння, і тоді рівняння рівноваги елементарного тетраедра мають вигляд
	[image: image14.png]X,=o i+, meT,m
¥, =10+ 6t

Z

o+ Tymt o0,




	(1.4)


Рівняння (1.4) дозволяють виразити напруги на будь-якій похилій площадці з нормаллю [image: image15.png]


 й напрямними косинусами [image: image16.png]cos(x,v)=1/;



  [image: image17.png]cos(y,v)=m; cosi,v)=n



через шість напрямних напруг, паралельних координатним площинам.
Якщо похила площадка збігається з поверхнею тіла, то складові [image: image18.png]


 повної напруги відповідають складовим зовнішніх сил, що діють на поверхні тіла. Тоді рівняння (1.4) будуть називатися умовами на поверхні тіла й зв'яжуть зовнішні сили із внутрішніми.
 
Головні напруги. Інваріанти напруженого стану
За допомогою рівнянь (1.4) можна обчислити напруги на будь-якій похилій площадці в будь-якій точці всередині тіла, якщо відомі складові напруги [image: image19.png]


 по трьох взаємно перпендикулярних площадках, паралельним координатним площинам.
Рівнодіюча складових напруги [image: image20.png]


 на похилій площадці називається повною напругою на цій площадці й визначається як геометрична сума
	[image: image21.png]



	(1.5)


Розкладемо повну напругу на дві складові - по нормалі до площадки і в її площині (відповідно нормальне й дотичне напруження). Нормальна напруга дорівнює сумі проекцій складових повної напруги, паралельних координатним осям, на напрямок нормалі:
	[image: image22.png]Xi+Ym+Zn





	(1.6)


Підставляючи значення з (1.4), одержимо
	[image: image23.png]607+ 6,m? + 6,07 + 25, Im+ 20, mn+ 27,0l




	(1.7)


Вираз (1.7) дозволяє визначати нормальні напруги на будь-якій похилій площадці за допомогою шести складових напруг на трьох площадках, паралельних координатним площинам.
При цьому дотичні напруження на цій площадці будуть
	[image: image24.png]



	(1.8)


Формула (1.8) дає величину дотичного напруження, але не дозволяє визначити його напрямок у площині площадки.
Визначимо складову дотичного напруження в площині площадки з нормаллю [image: image25.png]


 по напрямку [image: image26.png]


 з напрямними косинусами [image: image27.png]Lmy,n.



 Напрямки [image: image28.png]


 й [image: image29.png]


 взаємно перпендикулярні, тому їхні напрямні косинуси зв'язані відомим з аналітичної геометрії співвідношенням

	[image: image30.png]Iy +mmy + nny =0,





	(1.9)


Шукане дотичне напруження дорівнює сумі проекцій складових напруг [image: image31.png]


 на напрямок [image: image32.png]


:
[image: image33.png]T, =X b+ Vm + Z,n.




Підставимо в цей вираз складові напруги з (1.4):
	[image: image34.png]T, = Gl + oymimy + o0y + 7, (my +m) +

2, 0mny + myn) + 2, ( + ).




	(1.10)


Вираз (1.10) дозволяє визначити дотичні напруження на будь-якій похилій площадці в заданому напрямку за допомогою шести складових напруг на трьох площадках, паралельних координатним площинам.
Площадка, на якій дотичні напруження дорівнюють нулю, називається  головною.
Для такої площадки ( [image: image35.png]a,



) з (1.8) слідує [image: image36.png]


 тобто на головній площадці повна напруга збігається з нормальною як по величині, так і по напрямку.
З умови [image: image37.png]a,



 можна визначити величину головних напруг і положення головних площадок. Позначимо шукану головну напругу через [image: image38.png]yOz



, спроектуємо її на координатні осі й знайдемо складові головної напруги, паралельні координатним осям:
[image: image39.png]X,; om=7Y,;





Порівнюючи ці співвідношення з (1.4), одержимо:
	[image: image40.png]ol=cl+r,m+z,m
om=t,l+6,mt T,

on=r,ltr,meon




	(1.11)


З аналітичної геометрії відоме співвідношення між напрямними косинусами:
	[image: image41.png]2ym?en?




	(1.12)


Рівняння (1.11) і (1.12) містять чотири невідомих: головні напруги й три його напрямні косинуси.
Перетворимо (1.11) до виду
	[image: image42.png](6,-0)+1,m+r,n=0
2,1+ (6, ~ G)m +1,,1n=0;

2,0 +T,m+ (6, G)n=0.




	(1.13)


Ця система має ненульовий розв’язок (нульовий розв’язок неможливий в силу (1.11)) тоді й тільки тоді, коли її визначник дорівнює нулю:
[image: image43.png]



Розкриваючи визначник і групуючи по ступенях [image: image44.png]yOz



, одержимо кубічне рівняння
[image: image45.png]6’ (0, + 0, +6,)6° + (6,0, + 6,6, + 0,0, — T}, T}, ~T,,)0—
2 2 2
-(0,0,6, +21, 1,1, - 6,1%, - 6,1 - 6,12) =0,




або
	[image: image46.png]S0t -S,0- 5,





	(1.14)


де
	[image: image47.png]5=6,+0,+0,;

5,=-6,6,-6,0,-6,0,+1

y + T, Tl

Y

5,=06,0,0,+25,7,7,

2
o Enfux — OsTy = Oy T0 — 0,5




	(1.15)


Розв’язок рівняння (1.14) завжди дає три дійсних корені. Найбільший за алгебраїчним значенням корінь позначається через [image: image48.png]


 найменший — [image: image49.png]


 Таким чином
[image: image50.png]



Підставляючи значення одного з головних напруг в (1.13), можна знайти напрямні косинуси [image: image51.png]L,my,ny



 відповідної головної площадки.
Позначимо дві головних напруги через [image: image52.png]


, [image: image53.png]


, а їхнім напрямним косинусам додамо значення з відповідними індексами й двічі запишемо рівняння (1.13):
	[image: image54.png](0, -0 +Tym +1,m =

£y.d; + (6, - 61)m +1,,1, =0,

Tl + Ty + (6, - o) =

(0, -0 +1,my + 1,1, =0;

Ty + (6, — 6,)my + Ty, =

T,y + T,y + (6, — 6 =0,




	(1.16)


Помножимо рівняння (1.16) на [image: image55.png]Lyymy,nq, (=), (=), (—1y)



 відповідно й складемо їх:
[image: image56.png](og — o)y + mymg + mpy)=0.




Так як [image: image57.png]oy # 0y,



 то одержуємо умову ортогональності головних площадок, на яких діють [image: image58.png]


 і [image: image59.png]


:
[image: image60.png]


[image: image61.png]Ly +mymg + npy =




Аналогічно можна довести ортогональність головних площадок, на яких діють інші пари головних напруг. Таким чином, у кожній точці тіла можна виділити принаймні три головних площадки, які взаємно перпендикулярні одна одній.
Величини головних напруг не залежать від положення координатних осей [image: image62.png]


 отже, корінь кубічного рівняння (1.14) не залежать від вибору координатної системи й коефіцієнти цього рівняння повинні зберігати постійні значення при перетворенні осей, тобто вони є інваріантами, тому величини [image: image63.png]ShSerZ



 називаються відповідно першим, другим і третім інваріантами напруженого стану.
Якщо їх виразити через головні напруги (а для цього в (1.15) потрібно дотичні напруги прийняти рівними нулю), то одержимо
	[image: image64.png]5 =0+ 06;+03;
5)=-0,0, - 0,05 - 030},
5= 6,0,05.




	(1.17)


У теорії напруг інваріанти розглядаються як основні характеристики напруженого стану тіла в даній точці.
