Загальні методи визначення переміщень у пружних системах. Узагальнені сили й узагальнені переміщення. Робота зовнішніх сил. Потенційна енергія
Будь-яка конструкція під дією прикладених зовнішніх навантажень змінює в тім або іншому ступені свою форму і розміри – деформується. Для перевірки твердості і стійкості конструкції необхідно уміти визначати переміщення, викликані деформацією її елементів. Крім того, визначення переміщень конструкції є найважливішою допоміжною задачею при розрахунку статично невизначених систем.
Методи визначення цих переміщень досить різноманітні. Вони відрізняються друг від друга головним чином ступенем складності й областю застосування.
Історично першим запропонованим методом визначення переміщень можна вважати метод безпосереднього інтегрування диференціального рівняння пружної лінії балки. Однак у випадку балок з великою кількістю ділянок реалізація цього методу сполучена зі значними труднощами, що полягають не в інтегруванні диференціальних рівнянь, а в техніку визначення постійні інтегрування – складанні і рішенні систем лінійних алгебраїчних рівнянь.

Якщо за умовами навантаження балка розбивається на [image: image1.png]


 ділянок, то задача стає дуже трудомісткої вже при [image: image2.png]


. Для зменшення великого обсягу обчислювальної роботи, зв'язаної з визначенням довільних постійні інтегрування, розроблений ряд методів, з яких, насамперед, відзначимо метод початкових параметрів, що дозволяє при будь-якому числі ділянок звести рішення до відшукання тільки двох постійних – прогину і кута повороту на початку координат. 

Зазначені методи, як і деякі інші, носять приватний характер. З деякою натяжкою їх можна визнати зручними при рішенні обмеженого кола найпростіших задач.
Найбільш загальним методом визначення переміщень у стрижневих системах є метод Мору (іноді говорять Максвелла – Мору), в основі якого лежать два основних принципи механіки: початок можливих переміщень і закон збереження енергії. Перш ніж перейти до викладу методу, зупинимося на його основних теоретичних передумовах.
 
Узагальнені сили й узагальнені переміщення
Робота постійної сили [image: image3.png]


 на переміщень [image: image4.png]


 по її напрямку дорівнює добуткові величини сили на зазначене переміщення: [image: image5.png]


.
  У задачах механіки зовнішнє навантаження відрізняється великою розмаїтістю і звичайно являє собою групи сил. Вираження для якої-небудь групи постійних сил можна представити у виді добутку двох величин: 
	[image: image6.png]


,
	(11.1)


одна з яких ( [image: image7.png]


) — залежить тільки від сил групи і називається узагальненою силою, а інша ( [image: image8.png]


) — залежить від переміщень і називається узагальненим переміщенням.
Таким чином, під узагальненою силою будемо розуміти будь-як навантаження (зосереджені сили, зосереджені пари, розподілене лінійне навантаження, розподілене моментне навантаження), а під узагальненим переміщенням — той вид переміщення, на якому узагальнена сила робить роботу.
Узагальнені переміщення прийняте позначати буквами [image: image9.png]


 або [image: image10.png]


 з двома індексами. Перший індекс позначає крапку і напрямок переміщення, а другий указує причину, що викликала шукане переміщення. Наприклад, [image: image11.png]


 позначає переміщення крапки додатка сили [image: image12.png]


 по напрямку її дії, викликаний цією же силою.
Для позначення повного переміщення крапки, викликаного декількома узагальненими силами, при  [image: image13.png]


 зберігається тільки перший індекс.
  Переміщення, викликане безрозмірною одиничною силою [image: image14.png]


 або безрозмірною одиничною парою [image: image15.png]


, позначається символом [image: image16.png]


 і називається питомим.
Робота зовнішніх сил. Потенційна енергія
Визначимо роботу сили [image: image17.png]


, статично прикладеної до деякої пружної системи (рис.11.1,а), матеріал якої діє за законом Гука. 
 
[image: image18.png]



Рис. 11.1. До визначення роботи зовнішніх сил
 
При малих деформаціях до цієї системи застосуємо принцип незалежності дії сил, отже, переміщення окремих крапок і перетинів конструкції прямо пропорційні зухвалому їхньому навантаженню:
	[image: image19.png]


,
	(11.2)


де [image: image20.png]


 — переміщення по напрямку сили; [image: image21.png]


 — деякий коефіцієнт, що залежить від матеріалу, схеми і розмірів спорудження. Збільшення сили [image: image22.png]


 на нескінченно малу величину [image: image23.png]


 викликає збільшення переміщення на [image: image24.png]


.
Складемо вираження елементарної роботи зовнішньої сили на переміщенні [image: image25.png]


, відкидаючи при цьому нескінченно малі величини другого порядку малості: [image: image26.png]


.
Замінимо [image: image27.png]


, використовуючи (11.2):
[image: image28.png]


.
Інтегруючи це вираження в межах повної зміни сили від нуля до її кінцевого значення, одержимо формулу для визначення роботи, чиненою статично прикладеною зовнішньою силою [image: image29.png]


:
[image: image30.png]



або, з обліком (11.2):
	[image: image31.png]


,
	(11.3)


тобто робота зовнішньої сили при статичній дії її на будь-яке пружне спорудження дорівнює половині добутку значення цієї сили на величину відповідних їй переміщення.
Для узагальнення отриманого висновку під силою розуміють будь-як вплив, прикладений до пружної системи, т. Е. не тільки зосереджену силу, але і момент або рівномірно розподілене навантаження. 
Під переміщенням розуміють той його вид, на якому дана сила робить роботу: зосередженій силі відповідає лінійне переміщення, зосередженому моментові — кутове, рівномірно розподіленій навантаженню — площа епюри переміщень на ділянці дії навантаження. 
При статичній дії на конструкцію групи зовнішніх сил робота цих сил дорівнює половині суми добутків кожної сили на величину відповідних їй переміщення, викликаного дією всієї групи сил. Наприклад, при дії на балку (рис.11.1,б) зосереджених сил [image: image32.png]


, [image: image33.png]


 і зосереджених моментів [image: image34.png]


 і [image: image35.png]


 робота зовнішніх сил
	[image: image36.png]


.
	(11.4)


Роботу зовнішніх сил на викликаних ними переміщеннях можна виразити й інакше — через внутрішні силові фактори (згинальні моменти, подовжні і поперечні сили), що виникають у поперечних переріз системи.
Виділимо з прямолінійного стрижня двома перетинами, перпендикулярними його осі (рис.11.2,а), нескінченно малий елемент [image: image37.png]


. 
Стрижень складається з нескінченно великого числа таких елементів. До кожного елемента [image: image38.png]


 в загальному випадку плоскої задачі прикладені подовжня сила [image: image39.png]


, згинальний момент [image: image40.png]


 і поперечна сила [image: image41.png]9



.
Для виділеного елемента [image: image42.png]


 зусилля [image: image43.png]N,M,Q



 є зовнішніми силами, тому роботу [image: image44.png]


 можна одержати як суму робіт, зроблених статично зростаючими зусиллями [image: image45.png]N,M,Q



 на відповідних деформаціях елементів [image: image46.png]


.
Розглянемо елемент [image: image47.png]


, що знаходиться тільки під дією подовжніх сил [image: image48.png]


 (рис.11.2,б). Якщо його лівий перетин вважати нерухомим, то правий перетин під впливом подовжньої сили переміститься вправо на величину [image: image49.png]Az = Ndz/EA



. На цьому переміщенні сила [image: image50.png]


 зробить роботу:
	[image: image51.png]


.
	(11.5)
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Рис. 11.2. Сили, що діють на нескінченно малий елемент
 
Якщо нерухомо закріпити лівий перетин елемента [image: image53.png]


, що знаходиться під дією тільки згинальних моментів [image: image54.png]


 (рис.11.3,а), то взаємний кут повороту торцевих перетинів елемента буде дорівнює кутові повороту [image: image55.png]


 його правого перетину
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.
  На цьому переміщенні момент  [image: image57.png]


 зробить роботу
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Рис. 11.3. До визначення роботи внутрішніх сил
 
Закріпимо лівий перетин елемента [image: image60.png]


, що знаходиться під дією тільки поперечних сил [image: image61.png]


 (рис.11.3,б,в), а до правого прикладемо дотичні зусилля [image: image62.png]


, рівнодіючої яким є поперечна сила [image: image63.png]


. Припустимо, що дотичні напруження [image: image64.png]


 рівномірно розподілені по всій площі [image: image65.png]


 поперечного перерізу, тобто [image: image66.png]ofA




, тоді переміщення [image: image67.png]


 визначається у виді

[image: image68.png]


, 
а робота сили [image: image69.png]


 на цьому переміщенні буде
	[image: image70.png]



	(11.7)


  У дійсності дотичні напруження [image: image71.png]


 розподілені по площі поперечного переріза нерівномірно, що враховується введенням у (11.7) поправочного коефіцієнта [image: image72.png]


.
  Підсумовуючи (11.5) – (11.7), одержимо повне значення роботи:
	[image: image73.png]



	(11.8)


Інтегруючи вираження [image: image74.png]


 в межах довжини [image: image75.png]


 кожної ділянки всіх стрижнів і підсумовуючи результати, одержимо
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	(11.9)


З формули (11.9) випливає, що робота зовнішніх сил на викликаних ними переміщеннях завжди позитивна.
На підставі закону збереження енергії робота [image: image77.png]


 зовнішніх сил переходить у потенційну енергію деформації, тобто [image: image78.png]


.
