Загальний випадок згину пластин. Вивід основного диференціального рівняння пружної поверхні пластини
У загальному випадку згину серединна площина пластини переходить у деяку поверхню двоякої кривизни, що не є поверхнею обертання.
Цей випадок згину пластин більш складний, тому що напруження й деформації являють собою функції двох незалежних змінних; тому диференційні рівняння виходять у частинних похідних.
Теорія згину пластин ґрунтується на загальних гіпотезах і допущеннях, сформульованих в 12.1.
Відповідно до гіпотези незмінності нормалей, нормалі до серединної площини пластини не викривляються, а лише повертаються щодо свого первісного положення, залишаючись перпендикулярними до деформованої поверхні пластини.
Представимо кут повороту нормалі у вигляді суми двох кутів у двох взаємно перпендикулярних напрямках: [image: image1.png]


 — кут повороту в напрямку осі [image: image2]й [image: image3] — кут повороту в напрямку осі [image: image4] (рис. 12.31). 
[image: image5.jpg]



Рис. 12.31. Кут повороту нормалі до серединної площини
Виділимо із пластини нескінченно малий елемент (рис. 12.2,а). Внаслідок малості прогинів можна вважати, що прямокутник [image: image6.png]


, що збігається із серединною площиною, не змінює ні своїх розмірів, ні форми, тобто точки [image: image7.png]


 зміщаються тільки по вертикалі.
Розглянемо тепер прямокутник [image: image8.png]


 розташований на відстані [image: image9.png]


 від серединної площини. Внаслідок змінності кутів [image: image10.png]


 і [image: image11.png]


 по [image: image12.png]


 й по [image: image13.png]


 цей прямокутник одержить як лінійні, так і кутову деформації.
	а
	[image: image14.png]



	б
	[image: image15.png]dx






	в
	[image: image16.png]



	г
	[image: image17.png]@tz

TR
(w$¥dxyz

(u+g¢dy)z







Рис. 12.32. Лінійні й кутові деформації 
На підставі гіпотези невикривлення нормалей лінійна деформація в напрямку осі [image: image18.png]


 волокна [image: image19.png]


 (рис. 12.32, б и в)
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,
	(12.122)


а лінійна деформація в напрямку осі [image: image21.png]



	[image: image22.png]


.
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Кутова деформація в розглянутій площині визначається як зміна прямого кута [image: image23.png]


 (рис. 12.32,г); вона складається із двох кутів — кута повороту сторони [image: image24.png]


 :
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і кута повороту сторони [image: image26.png]


:
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.
Отже,
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	(12.124)


З огляду на те, що кути повороту нормалі [image: image29.png]


 й [image: image30.png]


 пов'язані із прогином [image: image31.png]


 залежностями:
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;
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,
вираз деформацій можна представити у вигляді
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	(12.125)
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За позитивний напрямок прогину прийнятий напрямок донизу.
Величини [image: image37.png]


 й [image: image38.png]


 при малих прогинах являють собою кривизни поверхні в напрямках осей [image: image39.png]


 і [image: image40.png]


 (рис. 12.33, а й б). Величина [image: image41.png]


 являє собою крутіння поверхні щодо тих же осей (рис. 12.33, в).
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Рис. 12.33. Кривизни й крутіння поверхні
Перейдемо від деформацій до напружень. Використовуємо залежності закону Гука при двовісному напруженому стані:
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	(12.128)
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Крім напружень [image: image48.png]Clies Coies Cags Cages



, [image: image49.png]


 і [image: image50.png]


 в гранях виділеного елемента виникають ще дотичні напруження [image: image51.png]


 й [image: image52.png]e



, спрямовані перпендикулярно серединної площини. У точках, розташованих у поверхні пластини (при [image: image53.png]


 ), дотичні напруження [image: image54.png]


 й [image: image55.png]e



 дорівнюють нулю (відповідно до закону парності дотичних напружень), а на серединній поверхні — досягають максимуму. Ці напруження звичайно бувають порівняно малі, тому розраховуючи на міцність їх не враховують.
Істотну роль грають тільки рівнодіючі напружень [image: image56.png]


 і [image: image57.png]e



, тобто поперечні сили [image: image58.png]


 й [image: image59.png]9



, які необхідно враховувати, у рівняннях рівноваги елемента пластини.
Розподіл напружень по товщині пластини показане на рис. 12.34. 
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Рис. 12.34. Розподіл напружень по товщині пластини
Щоб перейти до сумарних силових факторів, проінтегруем напруження по площі відповідних граней. Нормальні напруження [image: image61.png]Clies Coies Cags Cages



 й [image: image62.png]


 при інтегруванні приводяться до згинальних моментів [image: image63.png]


 і [image: image64.png]


; дотичні напруження [image: image65.png]


 й [image: image66.png]e



 — до крутних моментів [image: image67.png]


 і [image: image68.png]o



, а дотичні напруження [image: image69.png]


 й [image: image70.png]e



 — до поперечних сил [image: image71.png]


 і [image: image72.png]9



        (рис. 12.35). 
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Рис. 12.35. Внутрішні силові фактори
Всі перераховані силові фактори прийнято відносити до одиниці довжини, тому розміри елемента в плані приймемо рівними одиниці:
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Підстановка під знак інтегралів виразів (12.128) – (12.130) приводить до наступних залежностей:
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 — згинальна жорсткість пластини.
Згинальні моменти [image: image82.png]


 й [image: image83.png]


 і крутний момент [image: image84.png]


 виражені через функцію [image: image85.png]


, що поки невідома. Відсутні рівняння для визначення цієї функції одержимо, розглянувши рівновагу елемента пластини (рис. 12.35). По гранях елемента діють сили [image: image86.png]Qydy, Qydx



 й моменти [image: image87.png]M,dy, M dx, Mdy, M,dx



. Зі збільшенням координат на [image: image88.png]


 й [image: image89.png]


 сили й моменти одержують нескінченно малі збільшення. Крім внутрішніх сил, на верхню грань елемента діє сила [image: image90.png]pdxdy



 від зовнішнього тиску. Складемо рівняння проекцій всіх сил на вісь і рівняння моментів щодо осей [image: image91.png]


 і [image: image92.png]
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	(12.134)
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Інші три умови рівноваги задовольняються тотожно.
Приведемо рівняння (12.131) – (12.136) до одного рівняння з одним невідомим. Підставивши вираз (12.131) – (12.133) у рівняння (12.135) і (12.136), визначимо поперечні сили
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	(12.137)


Вираз (12.137) можна записати більш коротко:
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де – диференційний оператор Лапласа:
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Вираз (12.137) внесемо в рівняння (12.134); у результаті одержимо диференційне рівняння пружної поверхні
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Рівняння (12.139) можна представити також у вигляді
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Шукана функція [image: image102.png]


 повинна задовольняти диференційному рівнянню (12.139) і, крім того, граничним умовам на краях пластини.
Зупинимося на питанні про граничні умови більш докладно. Практично можуть зустрітися наступні варіанти граничних умов:
1. Край пластини жорстко забитий (рис. 12.36, а). У цьому випадку повинні бути дорівнюють нулю прогин [image: image103.png]


 і кут нахилу в напрямку, перпендикулярному до контуру. Якщо позначити через [image: image104.png]


 і [image: image105.png]


 нормаль і дотичну до контуру, то на краю пластини при жорсткому затиснені 
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	(12.140)


Помітимо, що, оскільки [image: image108.png]


 на контурі всюди дорівнює нулю, то, мабуть, [image: image109.png]k4



 — також дорівнює нулю.
2. Край пластини закріплений шарнірно (рис. 12.36, б). На краю повинні дорівнювати нулю прогин і згинальний момент у напрямку, перпендикулярному контуру, тобто
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Рис. 12.36. Варіанти граничних умов
Другу умову на підставі залежності (12.131) можна привести до виду
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	(12.141а)


Для прямолінійного краю [image: image117.png]


 й, отже, замість залежності (12.141а) можна  написати
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,
	(12.141б)


а також
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Для криволінійного, шарнірно закріпленого краю рівності (12.141б) і (12.141в) несправедливі.
При дії на шарнірно обпертий край пластини розподіленого моменту, інтенсивність якого [image: image120.png]w(x,y)



, [image: image121.png]H-cmfom



, друга гранична умова (12.141) приймає вид 
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   або   [image: image123.png]
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3. Край пластини не закріплений (рис. 12.36, в); на вільному краю напруження [image: image124.png]


, [image: image125.png]


 і [image: image126.png]


 дорівнюють нулю. Отже, повинні дорівнювати нулю згинальний момент [image: image127.png]


, крутний момент [image: image128.png]


 і поперечна сила [image: image129.png]a2,



. Ці три умови, однак, не можуть бути задовільнені одночасно; тому що гіпотеза невикривлення нормалей накладає на деформації пластини додатковий зв'язок, тому на кожному краю пластини можуть бути задоволені тільки дві умови. Зазначене утруднення можна перебороти, замінивши розподілений по крайці пластини крутний момент еквівалентним поперечним навантаженням. Дійсно, кожну із зображених на рис. 12.37,а пару сил можна повернути на [image: image130.png]


й представити у вигляді добутку сили [image: image131.png]


 на плече [image: image132.png]


 (рис. 12.37, б). При цьому,
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,
отже,
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Сили [image: image135.png]


 й [image: image136.png]


 від двох рядом розташованих пар, діючи по одній прямій, віднімаються одна з іншої і дають силу [image: image137.png]an :%ds
&



. У такий спосіб виходить розподілене по краю пластини поперечне навантаження [image: image138.png]


 (рис. 12.37, в).
За своїм характером це навантаження подібне до поперечної сили [image: image139.png]a2,



. Так як на вільній крайці поперечна сила відсутня, то, мабуть, повинна виконуватися рівність
[image: image140.png]



або з урахуванням залежностей (12.133) і (12.137):
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Рис. 12.37. Заміна крутного моменту еквівалентним поперечним навантаженням
Ця рівність являє собою другу граничну умову для вільного краю, перша ж умова має вигляд [image: image145.png]
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, отже, граничні умови для вільного краю
	[image: image147.png]



	(12.142)


Якщо до незакріпленого краю пластини прикладені згинальний момент [image: image148.png]w(x,y)



 і розподілене навантаження [image: image149.png]


 (рис. 12.36, г), умови (12.142) повинні бути замінені наступними:
	[image: image150.png]



	(12.143)


Варто помітити, що при перетворенні розподіленого по краю крутного моменту розподілене поперечне навантаження на кінцях розглянутої сторони пластини залишаються ще дві неврівноважені зосереджені сили (рис. 12.37, в). По величині ці сили дорівнюють скручивальному моменту в кінцевих точках, тобто
[image: image151.png]


   [image: image152.png]



Таким чином, розподілений по краю момент, що скручує, еквівалентний розподіленому поперечному навантаженню, інтенсивність [image: image153.png]M,



якого, і двом  [image: image154.png]


 силам [image: image155.png]


 і в крайніх точках.
Якщо функція [image: image156.png]


, що задовольняє диференційному рівнянню (12.139) і граничних умов на краях, знайдена, то задача про напруження й деформації в пластині можна вважати вирішеною. Функція [image: image157.png]


 характеризує величину прогину в кожній точці. По функції [image: image158.png]


 за допомогою залежностей (12.131) — (12.133) визначають моменти [image: image159.png]M,

oMy,



. Для обчислення напружень можна використовувати формули (12.128) – (12.130), однак більш зручно напруження виразити через моменти. З рівностей (12.128) – (12.130), (12.131) – (12.133), виходить
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	(12.144)


Найбільші напруження виникають при [image: image163.png]
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По напруженнях [image: image167.png]


, [image: image168.png]


, [image: image169.png]3 max



 можна обчислити головні напруження, еквівалентне напруження і коефіцієнт запасу міцності.
