Згин клина. Дія зосередженої сили, прикладеної до границі на півплощини
Згинання клина
Задача про згинання клина силою, прикладеною до його вершини (рис. 4.6), можна також розглядати як окремий випадок задачі, розібраної в 4.3, при [image: image1.png]B=nf2



. 
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Рис. 4.6. Вигин клина
Дотримуючись тої ж послідовності, що й у попередньому параграфі, знаходимо значення постійних:
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і складових напружень:
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	(4.16)


Епюра радіальних напружень [image: image6.png]


 у перерезі [image: image7.png]const



 показана на зазначеному рисунку.
Переходячи за допомогою формул (4.14) і (4.15) до декартової системи координат, знаходимо
	[image: image8.png]



	(4.17)


Досліджуємо розподіл напружень у клині з кутом [image: image9.png]a=m/72=0436



 рад. У цьому випадку в поперечному перерізі, що відстоїть від вершини на відстані [image: image10.png]


, виникнуть наступні напруження:
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Їх епюри також показані на рис. 4.6.
Для порівняння приведемо рішення, одержуване методами опору матеріалів:
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	(4.18)


Епюри цих напружень при тім же значенні кута [image: image13.png]


 представлені на рис. 4.7.
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Рис. 4.7. Епюри, отримані методами опору матеріалів
Порівнюючи відповідні епюри на рис. 4.6 і 4.7, зауважуємо, що вони значно відрізняються друг від друга. Епюра нормальних напружень [image: image15.png]


, побудована по формулах (4.17), криволінійна, а епюра напружень [image: image16.png]


, побудована по формулах (4.18), прямолінійна, причому  максимальні  значення напружень відрізняються на 17%. Зі збільшенням кута [image: image17.png]


 ця різниця зростає.
Епюри дотичних напружень [image: image18.png]


 і [image: image19.png]


 взагалі не мають нічого загального. Нормальні напруження [image: image20.png]


 по всьому перерізу дорівнюють нулю, а максимальне значення нормального напруження [image: image21.png]


 для досліджуваного кута [image: image22.png]


 становить близько 22% від максимального значення нормального напруження [image: image23.png]


.
Зі зменшенням кута [image: image24.png]


 розбіжність між рішеннями теорії пружності й опори матеріалів також зменшується. Отже, методика опору матеріалів придатна лише для малих кутів.
 
Дія зосередженої сили, прикладеної до границі напівплощини
На рис. 4.8 зображено пружне середовище, обмежене площиною [image: image25.png]8



 і яка простягається необмежено донизу. В точці [image: image26.png]


 прикладена сила [image: image27.png]


, перпендикулярна площини [image: image28.png]8



. 
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Рис. 4.8. Пружна напівплощина
У випадках плоскої задачі розглянуте середовище називається пружною напівплощиною. Таких випадків може представитися два. Якщо довжина середовища в напрямку, перпендикулярному площині креслення, досить мала, то виникає узагальнений плоский напружений стан. Якщо ж довжина середовища в зазначеному напрямку велика, то маємо справу із плоскою деформацією й у цьому випадку сила [image: image30.png]


 являє собою навантаження, рівномірно розподілене уздовж прямій, перпендикулярній площині креслення.
Напівплощину можна розглядати як різновид клина при куті розтвору [image: image31.png]


. Думаючи також [image: image32.png]


, тому що сила [image: image33.png]


 спрямована уздовж осі [image: image34.png]


, з формул (4.11) одержуємо постійні [image: image35.png]


, [image: image36.png]k=2P/m



.
Підставляючи ці значення у формули (4.12), знаходимо напруження в точках пружної напівплощини:
[image: image37.png]



Французьким ученим Ж. Буссінеском запропоноване наступне графічне подання напруженого стану усередині напівплощини: якщо провести окружність, що касається границі напівплощини в точці додатка навантаження [image: image38.png]


, то ця окружність буде являти собою геометричне місце точок з однаковими радіальними  напруженнями [image: image39.png]


 (коло  Буссінеска). Доведемо це положення.
На рис. 4.8 окружність діаметром [image: image40.png]oD



, рівним [image: image41.png]


, касається границі напівплощини [image: image42.png]ACB



 в точці [image: image43.png]


.Радіус-вектор, проведений у довільну точку [image: image44.png]


, дорівнює [image: image45.png]


. Із тригонометричних співвідношень у прямокутному трикутнику [image: image46.png]ocD



 треба, що [image: image47.png]r=dcos@



, звідки [image: image48.png]cos&/r=1/d



. Використовуючи це співвідношення в першій формулі (4.19), одержуємо
	[image: image49.png]o, = - 2P/(xd).




	(4.20)


Таким чином, у всіх точках зазначеної окружності радіальні напруження [image: image50.png]


 однакові.
Формули (4.19) можна застосовувати для визначення напружень на основі фундаменту. Хоча ґрунт основи найчастіше не має пружні властивості, при невеликих зовнішніх тисках практично для всіх ґрунтів можна приймати лінійну залежність між деформаціями й напруженнями і використовувати рівняння теорії пружності.
В інженерній практиці при розрахунку фундаментів необхідно знати розподіл напружень у товщі ґрунту по горизонтальному й вертикальному перерізах, тому в розглянутої задачі перейдемо від напружень у полярній системі координат до напружень у декартовій системі. Підставляючи значення напружень (4.19) у формули (4.13) одержуємо:
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,
або, використовуючи формули переходу (4.14) від однієї системи координат до іншої,
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	(4.21)


Епюри нормальних [image: image55.png]


 і дотичних [image: image56.png]


 напружень для двох горизонтальних перерезів показані на рис. 4.9, а, б. На рис. 4.9, в зображені епюри нормальних напружень для двох вертикальних перерізів. Нормальні напруги [image: image57.png]


, що діють у горизонтальних перерізах, досягають максимуму під силою [image: image58.png]


 й загасають при видаленні від лінії її дії як завширшки, так і в глибину.
Дотичні напруження [image: image59.png]


 під силою дорівнюють нулю, на деякій відстані від лінії її дії досягають максимуму, а потім поступово загасають. По мірі поглиблення  максимум зміщується усе далі від осі [image: image60.png]


. Так само як [image: image61.png]


, поводяться і нормальні напруження [image: image62.png]


, що досягають максимального  значення на тій же відстані, але по глибині.
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Рис. 4.9. Епюри напруг
Рішення для зосередженої сили можна поширити на випадок будь-якого суцільного розподіленого навантаження (рис. 4.10). 
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Рис. 4.10. Довільне розподілене навантаження
Якщо інтенсивність навантаження в даній точці дорівнює [image: image67.png]


, то рівнодіюча навантаження на нескінченно малій довжині [image: image68.png]


 становить [image: image69.png]gdy



. Розмір [image: image70.png]


 у полярній системі координат має вигляд
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.
Тут знак мінус з'являється тому, що при зростанні [image: image72.png]@



 кут [image: image73.png]


 убуває. Тоді елементарне навантаження на ділянці [image: image74.png]


 можна представити як
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.
Вносячи це значення у формули (4.19), одержуємо напруження в точці [image: image76.png]8



 від нескінченно малої сили [image: image77.png]


, прикладеної в довільній точці на границі напівплощини:
[image: image78.png]do, =QRg/n)d6



;    [image: image79.png]


.
За допомогою формул (4.13) переходимо до напружень, що виникають від нескінченно малої сили [image: image80.png]


 на горизонтальних і вертикальних площадках, що проходять через ту ж точку [image: image81.png]8



:
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;
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;
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.
Якщо навантаження [image: image85.png]


 розподілене уздовж осі [image: image86.png]@



 від точки [image: image87.png]


 до точки [image: image88.png]


 і кут [image: image89.png]


 змінюється в цих границях від [image: image90.png]


, до [image: image91.png]


, то, підсумовуючи  напруження від кожної елементарної сили, одержуємо напруження в точці [image: image92.png]8



 від всього розподіленого навантаження:
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	(4.22)


Щоб проінтегрувати вираз (4.22), навантаження [image: image94.png]


 необхідно представити у вигляді функції кута [image: image95.png]


. У випадку рівномірно розподіленого навантаження інтегрування значно полегшується, тому що [image: image96.png]q = const



. В результаті одержуємо
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Функція напружень для плоскої задачі в полярних координатах
Рішення плоскої задачі в полярних координатах у напруженнях полягає у відшуканні трьох функцій [image: image98.png]a,(r,8), o4(r,8)



 і [image: image99.png]7,5(7.0)



, за допомогою трьох рівнянь: двох рівнянь рівноваги (4.1) і рівняння нерозривності деформацій (4.3) при обов'язковому задоволенні умов на поверхні.
Аналогічно тому, як було зроблено при рішенні плоскої задачі в декартових координатах, рішення в полярних координатах можна звести до відшукання однієї  функції напружень [image: image100.png]@r.0)



. Виберемо цю функцію так, щоб напруження виражалися через неї в такий спосіб:
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	(4.24)


Підставляючи ці вирази в рівняння рівноваги (4.1), переконуємося, що при відсутності об'ємних сил останні обертаються в тотожності. Щоб перетворити рівняння нерозривності деформацій (4.3), складемо почленно формули для нормальних напружень (4.24)
[image: image102.png]


.
Права частина цієї суми представлена оператором Лапласа над функцією [image: image103.png]@r.0)



. Отже,
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і з рівняння (4.3) одержуємо
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,
або
	[image: image106.png]v
@=0



.
	(4.25)


У розгорнутому виді рівняння нерозривності деформацій (4.25) записується  в такий спосіб:
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	(4.26)


Таким чином, функція напружень для плоскої задачі в полярних координатах також повинна бути бігармонічною.
