Зниження мірності вихідної крайової задачі. Метод Канторовича
Для рішення багатомірних крайових задач, описуваних диференціальними рівняннями в частних похідних, можна скористатися варіаційними методами, методом сіток і методом кінцевих елементів.
Однак в окремих випадках може виявитися доцільним за допомогою спеціальних методів понизити мірність вихідної крайової задачі, і замість диференціальних рівнянь у частинних похідних (або відповідної умови стаціонарності функціонала від функції декількох змінних) одержати систему звичайних диференціальних рівнянь (або умова стаціонарності функціонала від функції однієї змінної), що описують уже одномірну крайову задачу. Рішення одномірних задач простіше і може бути виконане за допомогою розглянутих методів.
Обмежимося викладом лише одного методу зниження мірності вихідних крайових задач - методу Канторовича.
Метод являє собою розвиток методу Рітца для функціоналів від функції декількох змінних. Він полягає в наступному.
Нехай маємо варіаційну задачу, що зводиться до визначення, наприклад, невідомої функції [image: image1.png]@ (x, y)



 двох змінних з умови стаціонарності деякого функціонала [image: image2.png]3wz, y)



.
На відміну від методу Рітца, у методі Канторовича як коефіцієнти розкладання шуканої функції [image: image3.png]@ (x, y)



 по координатних функціях замість невідомих констант беруться невідомі функції від деякої однієї змінної. Наприклад, для двомірної області, зображеної на рис. 11.11, функція [image: image4.png]@ (x, y)



 представляється у вигляді
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або, зокрема, у вигляді
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Функція [image: image7.png]@lx, )



 або [image: image8.png]2 v)



 приймаються заздалегідь так, щоб вони задовольняли граничним умовам на контурі S за винятком, може бути, прямих [image: image9.png]


 і [image: image10.png]


.
[image: image11.png]



Рис. 11.11. Двовимірна область
Вносячи вираз (11.129) у функціонал [image: image12.png]3wz, y)



 і виконуючи операції інтегрування по y, приходимо до задачі визначення невідомих функцій: [image: image13.png]filx) k=1,2,3,.., N



, з умови стаціонарності вже нового спрощеного функціонала
	[image: image14.png]



	(11.131)


Таким чином, крайова задача щодо функції [image: image15.png]@ (x, y)



 двох змінних заміняється крайовою задачею щодо невідомих функцій [image: image16.png]


 однієї змінної.
Граничні умови для функцій [image: image17.png]


 випливають із граничних умов для функції [image: image18.png]@ (x, y)



 на сторонах контуру [image: image19.png]


 й [image: image20.png]


.
Вирішуючи це останню одномірну крайову задачу, одержимо значення функцій [image: image21.png]


, отже, і наближений вираз для [image: image22.png]@ (x, y)



.
Приклад. Потрібно визначити за допомогою методу Канторовича наближений вираз для прогину жорсткої прямокутної ізотропної пластини, навантаженою поперечним навантаженням інтенсивністю [image: image23.png]g(x, )



. Граничні умови на крайках пластини:
	[image: image24.png]



	(11.132)


Рішення 
Якщо скористатися для рішення принципом можливих переміщень, то завдання зводиться до визначення мінімуму наступного функціонала:
	[image: image25.png]



	(11.133)


Виберемо прогин пластини у вигляді
	[image: image26.png]w(x,y):gﬁ(x)sm(knylb).




	(11.134)


При такому виборі функції прогину тотожно задовольняються всі граничні умови пластини на крайках [image: image27.png]y = const



.
Вносячи вираз (11.134) у формулу (11.133) і виконуючи інтегрування по y, одержуємо
	[image: image28.png]



	      (11.135)


де [image: image29.png]a1} 1) g ein ey 15).




Задача звелася до визначення невідомих функцій [image: image30.png]


 в інтервалі [image: image31.png]


, що забезпечують мінімум функціоналу [image: image32.png]


.
Граничні умови для функцій [image: image33.png]


 можна одержати з розгляду граничних умов для функцій [image: image34.png]@ (x, y)



 при [image: image35.png]


. Одержимо при [image: image36.png]



	[image: image37.png]



	(11.136)


Кожну невідому функцію будемо шукати у вигляді ряду
	[image: image38.png]Mg,
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де [image: image39.png]


 — система лінійно незалежних функцій, що задовольняють граничним умовам типу (11.136).
Невідомі параметри [image: image40.png]


 можна визначити за допомогою методу Рітца
	[image: image41.png]



[image: image42.png]



	(11.138)


Вносячи в рівняння (11.138) вираз для функціонала з формули (11.136), одержуємо систему лінійних алгебраїчних рівнянь щодо невідомих [image: image43.png]


 параметрів.
На закінчення глави треба ще раз підкреслити, що всі викладені вище принципи й методи можуть бути використані для рішення геометрично й фізично нелінійних задач теорії пружності, для чого необхідно внести деякі зміни в математичні формулювання варіаційних принципів. Суть цих змін полягає в наступному:
- замість лінійних компонентів [image: image44.png]&



 варто внести нелінійні компоненти деформації;
- рівняння рівноваги по обсягу і рівняння рівноваги на поверхні [image: image45.png]


 замінити відповідними рівняннями нелінійної теорії пружності.
