Крутильні коливання валів
Розглянемо крутильні коливання багатомасової системи (мал.26), що є загальноприйнятою еквівалентною схемою для розрахунку крутильних коливань колінчатих валів. Колінчатий вал доводиться до еквівалентної схеми шляхом наступних замін: момент інерції замінюючого диску щодо осі вала повинний дорівнювати моменту інерції коліна щодо тієї ж осі, при цьому враховується приєднана маса шатуна; жорсткість на крутіння замінюючої ділянки вала повинна дорівнювати жорсткості на крутіння відповідної ділянки колінчатого вала.
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Ці заміни є непоганою апроксимацією, хоча і не забезпечують повної еквівалентності обох схем. Приведений момент інерції мас коліна і шатуна змінюється в процесі обертання колінчатого вала, тому заміна коліна диском із постійним моментом інерції не є суворою. Крім того, при дії на колінчатий вал двох протилежно спрямованих пар деформація буде полягати не тільки в закручуванні ділянки між парами: унаслідок вигину відбудеться закручування й інших ділянок.
Проте, експериментальні дослідження підтверджують прийнятність еквівалентної схеми при досить ретельному визначенні еквівалентних моментів інерції й особливо еквівалентних жорсткостей.
Позначимо через [image: image2.png]


моменти інерції мас дисків щодо подовжньої осі вала; [image: image3.png]


- коефіцієнти жорсткості ділянок при крутінні; [image: image4.png]01,0,




- кути поворотів дисків навколо подовжньої осі вала (мал.26,а).
Крутильні моменти, що діють у перетинах вала, залежать від взаємного повороту двох суміжних дисків і визначаються формулами:
на першій ділянці
[image: image5.png]


;
на другій ділянці
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на [image: image8.png]


- й ділянці
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Рівняння руху зручніше усього складати прямим способом (мал.26,б).
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                                                    (65)
Число цих рівнянь [image: image11.png]


збігається з числом дисків, тобто з числом ступенів свободи системи.
Одним із рішень системи (65) є
[image: image12.png]0, =0, = = A gt




,                                                                         (66)
що описує рівномірне обертання вала і дисків як жорсткого цілого.
Крім того, можливе рішення, що описує пружні коливання системи:
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                                                                                     (67)
Підставляючи (67) у (65), одержимо
[image: image14.png]A - A = -TaPA

CylA - Ay - CA, - A J=-ToPA
CylAy - Ay - CylA - Ay )= -Lo'Ay;

(A=A )= Lao'A
Io'A,.



                                          (68)
Система рівнянь (68) містить [image: image15.png]n+1]



невідомих: n амплітуд і частоту коливань [image: image16.png]


.
Якщо перетворити систему (68) і розглядати її як однорідну систему лінійних алгебраїчних рівнянь щодо невідомих амплітуд [image: image17.png]


, то ненульове її рішення можна одержати, як це неодноразово робилося вище, з умови рівності нулю визначника. Розкриваючи визначник, одержимо частотне рівняння.
Для ілюстрації сказаного запишемо систему (68) у перетвореному виді при [image: image18.png]


:
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Звідси одержимо частотний визначник
[image: image20.png]


.                                            (69)
і частотне рівняння
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.                                        (70)
Загалом ступінь частотного рівняння відносно [image: image22.png]


дорівнює n. Один із коренів завжди дорівнює нулю і відповідає повороту всіх дисків і вала як жорсткого цілого. Інші [image: image23.png]n-1)



коренів (власних частот) відповідають пружним коливанням.
При [image: image24.png]


рішення частотного рівняння становить значні труднощі. Але ланцюгова структура рівнянь (68) дозволяє спростити визначення власних частот за допомогою методу послідовних наближень (методу залишків). Суть методу перебуває в наступному. Приймаючи [image: image25.png]


і задаючись орієнтованим значенням [image: image26.png]


, із першого рівняння системи (68) знаходять амплітуду [image: image27.png]


; із другого рівняння системи можна визначити амплітуду [image: image28.png]


, із третього рівняння - амплітуду [image: image29.png]


і, нарешті, із передостаннього рівняння - амплітуду [image: image30.png]


. Якщо в останнє рівняння системи (68) підставити обчислені значення [image: image31.png]-1



і [image: image32.png]


, то воно, узагалі говорячи, не буде задовольнятися внаслідок довільності вихідного значення [image: image33.png]


(яке, по суті, є першим наближенням). Отримане значення лівої частини (залишок) характеризує міру неточності першого наближення [image: image34.png]


й одночасно показує, у який бік потрібно змінити розрахункове значення [image: image35.png]


в другому наближенні.
Далі роблять повторний розрахунок при новому значенні [image: image36.png]


. Знак і розмір нового залишку допоможуть зазначити необхідну поправку в значенні [image: image37.png]


для наступного наближення. Розрахунок повторюється доти, поки не буде досягнутий задовільний результат в останньому рівнянні.
При реалізації методу зручніше усього використовувати компактну табличну схему обчислень, основану на співвідношеннях типу 
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,                                                 (71)
який утворюється з рівнянь (68) після додавання перших i рівнянь системи. Співвідношення (71) виражає рівність крутного моменту у перетині i-ої ділянки вала (ліва частина) сумі моментів сил інерції всіх розташованих зліва дисків (права частина).
Задаючись значенням [image: image39.png]


і приймаючи [image: image40.png]


, знаходимо зі співвідношення (71) для [image: image41.png]


:
[image: image42.png]


.
Далі з того ж співвідношення для [image: image43.png]


:
[image: image44.png]


.
Загальна формула має вид
[image: image45.png]


.
Процес продовжується в такий спосіб до [image: image46.png]n-1)



-го рівняння. Після визначення з нього [image: image47.png]


можна переходити до останнього рівняння й обчислювати його ліву частину. Цей результат повинний дорівнювати нулю, тому що якщо скласти всі рівняння типу (71), то повинно утворитися: 
[image: image48.png]


.
Внаслідок неточності прийнятого вихідного значення [image: image49.png]


нуля в результаті не утвориться. Залишок виражає неврівноважений момент, що при точному виборі [image: image50.png]


повинний дорівнювати нулю.
Після декількох розрахунків такого типу (при різних значеннях [image: image51.png]


) можна побудувати криву залежності залишку R від [image: image52.png]


(мал.27).
[image: image53.png]
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Точки перетинання кривої із віссю абсцис відповідають дійсним значенням частот.
Об'єм обчислень може бути значно зменшений, якщо відомі орієнтовані значення частот, для визначення котрих часто використовують заміну заданої системи спрощеною трьохмасовою системою.
При записі рішення (67) передбачалося, що коливання є одночастотними, тобто для будь-якого диска описуються однією гармонікою
[image: image54.png]=A;smiwt+p)




.
Існування спектра частот [image: image55.png]


вимагає узагальнення рішення (67) і запису його у виді
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 INCLUDEPICTURE "http://distance.net.ua/Ukraine/Dinamika/lekciya/DIN_UKR/Image497.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image57.png]


,
де перший індекс в амплітуді означає номер диска, а другий індекс - номер відповідної частоти.
Для одержання загального рішення необхідно також врахувати можливість обертання всієї системи як жорсткого цілого (що відповідає частоті [image: image58.png]


), тобто додати доданок виду (66), і тоді загальне рішення рівнянь руху (65) приймає вид
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 INCLUDEPICTURE "http://distance.net.ua/Ukraine/Dinamika/lekciya/DIN_UKR/Image500.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image60.png]


(72)
Рівняння (72) містять 2n невідомих: [image: image61.png]n-1)



невідомих амплітуд коливань першого диска [image: image62.png]


; [image: image63.png]n-1)



невідомих початкових фаз [image: image64.png]


; кутовий зсув [image: image65.png]


і кутову швидкість [image: image66.png]


. Амплітуди коливань всіх інших дисків [image: image67.png]


визначаються через амплітуди складових коливань першого диска [image: image68.png]


; відношення [image: image69.png]


залежать від номера частоти k і визначають відповідні форми коливань.
Таким чином, для повного рішення задачі необхідно і досить зазначити 2n початкових умов - кутові зсуви і кутові швидкості всіх n дисків.
При довільно заданих початкових умовах коливання кожного диска будуть багаточастотними, тобто будуть являти собою суму гармонік. Якщо початкові умови зсуву відповідають одній з власних форм коливань, то надалі у процесі буде реалізована ця і тільки ця власна форма, і відповідна власна частота. У загальному випадку коливання будуть носити складний характер і являти собою сукупність n форм коливань. Відносне значення кожного з них залежить від близькості заданої системи початкових зсувів до тієї або іншої власної форми.
Приклад 9. Визначити власні частоти і форми коливань системи, що складається з трьох дисків із моментами інерції мас [image: image70.png]03H M AL =01H M c?,



укріплених на сталевому валі з жорсткостями [image: image71.png]=01xH MmuC, =02xH M




(мал.28,б).
Рішення.

Рівняння руху системи, складені прямим методом, мають вид
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Рішення системи шукаємо у виді:
[image: image73.png]=A coswt (2=12.3).





Після підстановки одержуємо систему однорідних алгебраїчних рівнянь
[image: image74.png](La? - CA +CA,





Прирівнюючи визначник системи до нуля і розкриваючи його, одержимо частотне рівняння
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Власні частоти коливань
[image: image76.png]@ =0, m, = 26,8¢




Нульова частота відповідає повороту вала і дисків як жорсткого цілого.
Для ненульових частот визначаємо власні форми коливань, приймаючи А2 = 1.
Співвідношення між амплітудами
[image: image77.png]



Перша форма коливань при [image: image78.png]



[image: image79.png]AjrALCA, =(-2.283)1





Друга форма коливань при [image: image80.png]



[image: image81.png]AjrA;0A;=0.219 11 (-2.561).




