Крутильні коливання конструкцій з тонкостінних стержнів
Рівняння й параметри крутильних коливань прямолінійного тонкостінного стержня відкритого профілю із двома осями симетрії мають вигляд
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 – динамічний кут повороту перерізу стержня навколо центра вигину, що збігається в цьому випадку із центром ваги перерізу;
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 – динамічний крутний момент у перерізі, що виникає від нерівномірного розподілу по товщині стінок дотичних напружень;
[image: image4.png]EI@"(x,t)=-B,(xt)



 –  динамічний бімомент, викликаний нормальними напругами від депланації перерізу;
[image: image5.png]EL8"(x,t)=-M,(x,t)



 – динамічний гнучко-крутний момент, викликаний осьовими зрушуючи ми силами, діючими по дотичній до дуги контуру перерізу;
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 – повний крутний момент щодо центра вигину.
У даному рівнянні третій доданок враховує інерційні сили від повздовжніх секторіальних переміщень точок стержня. Розглянемо гармонійні коливання, для яких можна застосувати метод Фур'є поділу змінних у такий спосіб:
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,
де [image: image13.png]


 – частота гармонійних коливань.
Якщо підставити останні співвідношення в рівняння коливань і вираз для параметрів, то одержимо вихідні дані для задачі Коші крутильних коливань тонкостінного стержня із двома осями симетрії в амплітудному стані.
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 – гнучко-крутильна характеристика;
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Характеристичне рівняння приймає вигляд
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корені якого визначаються формулою
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З останнього виразу слідує, що внутрішній корінь завжди ненегативний [image: image23.png](JeF s >0)



 і корені (3.41) можуть бути тільки двох видів (як і в поперечних коливаннях):
1. Два дійсних
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2. Два мнимих [image: image25.png]ty=4if=i)r? + (2] + 5





У цьому випадку розв’язок відповідного однорідного рівняння запишеться так
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По стандартному алгоритмі розв’язання задачі Коші крутильних коливань стане в такий спосіб
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де фундаментальні ортонормовані функції мають вигляд
	[image: image57.png]_ Bchar+ o’ cospr.

M=



  [image: image58.png]4 _Bshar+sinf
5 ;

&



  [image: image59.png]_ K (chox - cosflr).
e o




[image: image60.png]A=

K (sh e — sin i
@®+ B°




  [image: image61.png]


  [image: image62.png]K
sh
o i)
/;in
A
).

A
by =




[image: image63.png]Ay =

(epf

=

A



  [image: image64.png]aff'shax - o Psin fir _ (ﬂﬁ)

Ay =
by P 5

A



 
[image: image65.png]_ oshon+ Bsin fix Ay

A;
by P P



  [image: image66.png]¥ ot + Bsin fir _ (o}
&+ g K

A




[image: image67.png]_ &shox— fsin fic
Iy




	(3.45)


Зовнішнє крутне навантаження на тонкостінний стержень відповідно до рис. 3.27 необхідно представити за допомогою дельта-функції Дірака [image: image68.png]


 й одиничної функції Хевісайда [image: image69.png]Hix-a)



 зі зрушенням
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Рис. 3.27
При підстановці виразу (3.46) у розв’язок задачі Коші (3.44) елементи матриці навантаження приймуть вигляд:
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Відповідно до алгоритму МГЕ частоти крутильних коливань визначаються з рівняння
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де матриця [image: image78.png]


 формується для певних крайових умов.
Наприклад, якщо кінці стержня жорстко затиснені, то схема формування крайової задачі й частотне рівняння приймуть вигляд
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Аналогічно отримуємо частотні рівняння стержнів при інших умовах обпирання. В табл. 3.7 наведені частоти власних крутильних коливань двотаврових балок (рис. 3.28) при розповсюджених умовах обпирання.
Таблиця 3.7 
	Номер
тону
коливань
	Частоти власних крутильних коливань [image: image98.png]Ac
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	1
	2,7835
	1,9501
	0,6510

	2
	7,4035
	6,0501
	2,9510

	3
	14,3335
	12,4501
	7,5510

	4
	23,4685
	21,1501
	14,4510

	5
	34,9135
	31,8501
	23,5510

	6
	48,5635
	44,9501
	35,1510

	7
	64,4275
	60,2501
	48,6510

	8
	82,3825
	77,6501
	64,4510

	9
	102,4175
	97,1501
	82,3510

	10
	124,3624
	118,6501
	102,3510
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тону
коливань
	Частоти власних крутильних коливань [image: image105.png]Ac
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	1
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	0,3501
	0,0000

	2
	4,8501
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	3
	10,6501
	6,1501
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	4
	18,6501
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	5
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	6
	41,4501
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	34,9135

	7
	56,1501
	45,0501
	48,5635

	8
	73,0501
	60,2500
	64,4275

	9
	91,9501
	77,6500
	82,3825

	10
	112,9501
	97,1500
	102,4175
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Рис. 3.28
 
Геометричні параметри перерізу наступні: [image: image113.png]847933 ot
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 Гнучко-крутильна характеристика перерізу [image: image122.png]k=020176 17"




Рівняння крутильних коливань (3.44) дозволяє вирішувати по алгоритму МГЕ задачі динаміки пружних конструкцій будь-якої структури, включаючи нерозрізні балки й рами. Як приклад розглянемо задачу динаміки нерозрізної балки по рис. 3.29. Балка має поперечний переріз двутавру (рис. 3.28) і навантажена динамічним крутним навантаженням. Розбиваємо її на три стержні, нумеруємо вузли й стрілками вказуємо початок і кінець кожного елемента.
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Рис. 3.29
Матриці [image: image124.png]XY, B



 з урахуванням крайових умов, рівнянь зв'язку між граничними параметрами у вузлах і заданому навантаженні запишуться в такий спосіб
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З матриці [image: image164.png]


 видно, що в матриці [image: image165.png]


 потрібно обнулити 1, 2, 5 і 9 стовпці. На їхнє місце переносять незалежні граничні параметри [image: image166.png]M)
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, [image: image168.png]GI,67(1)
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. Залежні параметри також переносяться в матрицю [image: image170.png]


 шляхом введення відповідних компенсуючих елементів у матрицю [image: image171.png]


. Матричне рівняння МГЕ крайової задачі балки буде у вигляді
 
	 
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	 
	 
	=
	 
	(3.50)

	1
	 
	 
	[image: image172.png]



	[image: image173.png]- Ay




	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	
	[image: image174.png]M)




	
	[image: image175.png]



	

	2
	 
	 
	[image: image176.png]— Ay




	[image: image177.png]



	 
	[image: image178.png]



	 
	 
	 
	 
	 
	 
	
	[image: image179.png]M)




	
	[image: image180.png]3




	

	3
	 
	 
	[image: image181.png]AZZ




	[image: image182.png]AZA




	 
	 
	[image: image183.png]



	 
	 
	 
	 
	 
	
	[image: image184.png]B%(0)




	
	[image: image185.png]



	

	4
	[image: image186.png]



	 
	[image: image187.png]AAZ




	[image: image188.png]AZZ




	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	
	[image: image189.png]12 (o)




	
	[image: image190.png]©)




	

	5
	 
	 
	 
	 
	 
	[image: image191.png]Alz




	[image: image192.png]



	[image: image193.png]- Ay




	 
	 
	 
	 
	
	[image: image194.png]GI 8"




	
	[image: image195.png]



	

	6
	 
	 
	 
	 
	 
	[image: image196.png]All




	[image: image197.png]— Ay




	[image: image198.png]



	 
	[image: image199.png]



	 
	 
	
	[image: image200.png]GI 85"




	
	[image: image201.png]()




	

	7
	 
	 
	 
	 
	 
	[image: image202.png]— Ay




	[image: image203.png]AZZ




	[image: image204.png]AZA




	 
	 
	[image: image205.png]



	 
	
	[image: image206.png]B2(0)




	
	[image: image207.png]©)




	

	8
	 
	 
	 
	 
	 
	[image: image208.png]— Ay




	[image: image209.png]AAZ




	[image: image210.png]AZZ




	 
	 
	 
	 
	
	[image: image211.png]M2 o)




	
	[image: image212.png]©)




	

	9
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	[image: image213.png]Alz




	[image: image214.png]



	[image: image215.png]- Ay




	
	[image: image216.png]GI 85"




	
	[image: image217.png]- B2()




	

	10
	[image: image218.png]



	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	[image: image219.png]



	[image: image220.png]All




	[image: image221.png]— Ay




	[image: image222.png]



	
	[image: image223.png]GI 60"




	
	[image: image224.png]- B32()




	

	11
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	[image: image225.png]— Ay




	[image: image226.png]AZZ




	[image: image227.png]AZA




	
	[image: image228.png]B23(o)




	
	[image: image229.png]BE31)




	

	12
	 
	 
	[image: image230.png]



	 
	 
	 
	 
	 
	[image: image231.png]



	[image: image232.png]— Ay




	[image: image233.png]AAZ




	[image: image234.png]AZZ




	
	[image: image235.png]127%(0)




	
	[image: image236.png]BE3(1)




	


 
Частоти балки по рис. 3.29 визначають із рівняння (3.50), а форми власних крутильних коливань будуються по рівнянню методу початкових параметрів. Для даної задачі воно прийме вигляд
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	(3.51)


де реакції опор визначаються співвідношеннями
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а символ «+» у фундаментальних функціях позначає сплайн-функцію відповідного аргументу. Пошук частот власних крутильних коливань балки привів до наступних значень:
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На мал. 3.30 представлена перша форма коливань за умови, що
[image: image245.png]GI ()= x(51)=1




[image: image246.jpg]



Рис. 3.30
Визначення напружено-деформованого стану балки при змушених коливаннях виконується після розв’язання рівняння (3.50). Граничні параметри вектора [image: image247.png]


 й рівняння задачі Коші (3.44) дозволяють розв’язати дану задачу. Чисельні значення параметрів крутіння представлені в табл. 3.8, а відповідні епюри при частоті змушених коливань [image: image248.png]0=056



 показані на рис. 3.31.
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Рис. 3.31
Рис.3.31,а – Епюра динамічних кутів повороту [image: image254.png]



Рис.3.31,б – Епюра динамічних крутних моментів [image: image255.png]G, 0'(x), x Hns




Рис.3.31,г – Епюра динамічних гнучко-крутних моментів [image: image256.png]



Рис.3.31,в – Епюра динамічних бімоментів [image: image257.png]By () ?




Рис.3.31,д – Епюра динамічних повних крутних моментів [image: image258.png]



Таблиця 3.8
	Координата
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, м
	Кут закручування
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	Похідна
(крутний момент)
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	Бімомент
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	Гнучко-крутний момент
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	Повний крутний момент
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	0,0
	0,0
	0,0
	6,33
	-4,65
	-4,65

	1,0
	-0,10
	-0,17
	2,28
	-3,47
	-3,64

	2,0
	-0,30
	-0,20
	-0,63
	-2,36
	-2,56

	3,0
	-0,47
	-0,13
	-2,44
	-1,26
	-1,40

	4,0
	-0,55
	-0,02
	-3,15
	-0,16
	-0,18

	5,0
	-0,50
	0,11
	-2,76
	0,94
	1,04

	6,0
	-0,35
	0,19
	-1,28
	2,03
	2,22

	7,0
	-0,15
	0,20
	1,30
	3,13
	3,33

	8,0
	0,0
	0,07
	5,0
	-2,76
	-2,69

	9,0
	-0,01
	-0,08
	2,32
	-2,62
	-2,69

	10,0
	-0,12
	-0,12
	-0,25
	-2,55
	-2,67

	11,0
	-0,22
	-0,06
	-2,79
	0,66
	0,60

	12,0
	-0,22
	0,04
	-2,13
	0,66
	0,70

	13,0
	-0,14
	0,12
	-1,47
	0,66
	0,78

	14,0
	0,0
	0,16
	-0,81
	-0,01
	0,15

	15,0
	0,18
	0,2
	-0,85
	-0,08
	0,12

	16,0
	0,39
	0,23
	-0,0
	-0,23
	-0,00


Із представлених результатів видно, що за допомогою алгоритму МГЕ на базі розв’язку задачі Коші можна досить ефективно розв’язувати різноманітні задачі динаміки крутильних коливань тонкостінних конструкцій, які широко поширені в різних об'єктах машинобудування, суднобудування, авіабудування й будівництві.
