Метод Рітца
Основні положення методу. Нехай є тіло, завантажене об'ємними [image: image1.png]


 і поверхневими [image: image2.png]


 силами на частині поверхні [image: image3.png]


. На частині, що залишилася, [image: image4.png]


 поверхні накладені певні геометричні зв'язки
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	(11.53)


Невідомі компоненти переміщень [image: image6.png]w(x, y,z)



 шукаємо у вигляді
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де [image: image8.png]o =i €555 filx, v, 2), (b=1,2,..., V)



 — координатні функції, що задовольняють при кожному фіксованому значенні i [image: image9.png]


 умовам лінійної незалежності і повноти, а також умові [image: image10.png]f&=0



 на [image: image11.png]


; [image: image12.png]


 — параметри, що підлягають визначенню. При такому підході до вибору функцій [image: image13.png]Uy



 і [image: image14.png]


 вираз (11.64) будуть задовольняти геометричним зв'язкам (11.53)
Треба, однак, помітити, що в окремих випадках при застосуванні варіаційних методів і, зокрема, методу Рітца можна одержати цілком задовільну точність при використанні у виразах (11.54) систем функцій, що не задовольняють умовам повноти. Говорячи точніше, умова повноти систем функцій [image: image15.png]


 — лише бажана умова, але не обов'язкова.
Для відшукання постійних [image: image16.png]


 варто попередньо одержати вираз для потенційної енергії П в функції від компонентів переміщення.
Підстановка виразу (11.54) для компонентів переміщення в основне рівняння принципу можливих переміщень (11.43), якщо врахувати довільність варіацій [image: image17.png]


, дозволяє одержати систему основних рівнянь методу Рітца
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;kijx,ﬁ,,f!v[pwﬁ,,:o, i=1,2,3; k=12,., N,




	(11.55)


для визначення невідомих параметрів [image: image19.png]


.
При дії консервативних зовнішніх сил (11.51) рівняння методу Рітца приймають наступний вид:
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	(11.56)


де [image: image21.png]


 — повна енергія тіла. Потенціал зовнішніх сил U у виразі для [image: image22.png]


 визначається по формулі (11.49).
Розрахунковий алгоритм методу Рітца досить простий і включає виконання наступних основних операцій:
1)  вибір координатних функцій [image: image23.png]


 і запис на їх основі виразів (11.54) для компонентів переміщень [image: image24.png]


;
2)  підстановку обраних виразів для переміщень у рівняння методу Рітца (11.55) або (11.56) при дії консервативних зовнішніх навантажень. Після виконання всіх необхідних обчислювальних операцій одержуємо систему лінійних (для лінійних задач) або нелінійних алгебраїчних рівнянь щодо параметрів [image: image25.png]


;
3)  визначення параметрів [image: image26.png]


 зі спільного рішення системи алгебраїчних рівнянь, отриманих у п. 2;
4)  визначення компонентів переміщень  по формулах (11.54);
5)  визначення компонентів деформації і напруження по знайдених компонентах переміщення за допомогою відповідних залежностей теорії пружності.
Приклади використання методу для дослідження згинання балок. Ступінь успішності застосування методу Рітца до рішення практичних задач багато в чому залежить від ступеня вдалості вибору координатних функцій. Розумно обрана система координатних функцій дозволяє обмежитися в рішенні малим числом членів ряду і істотно скоротити обсяг обчислень. Підбір координатних функцій при рішенні конкретних задач вимагає певних навиків. Дуже важливо навчитися вдало вибирати ці функції для одномірних задач, оскільки при рішенні дво- і тривимірних задач координатні функції, як правило, задають у вигляді добутку одномірних функцій.
Приклад. Визначити за допомогою методу Рітца пружну лінію вільно обпертої по кінцях призматичної балки, завантаженої рівномірно розподіленим навантаженням інтенсивністю q (рис. 11.7).
[image: image27.png]



Рис. 11.7. Наприклад 11.2
Рішення 
Пружну лінію балки [image: image28.png]


 будемо знаходити у вигляді
	[image: image29.png]=30 i),




	(11.57)


Функції [image: image30.png]


 в (11.57) повинні бути лінійно незалежними. Крім того, бажано, щоб їхня система задовольняла умовам повноти. Нарешті, у методі Ритца прийнятий вираз для пружної лінії повинен обов'язково задовольняти кінематичним граничним умовам задачі: при [image: image31.png]x=0,x=[, =0



 і у жодному разі не накладати додаткових кінематичних обмежень (наприклад, закріплювати якийсь переріз балки по її довжині). Ці вимоги будуть виконані, якщо в якості координатних функцій приймемо
	[image: image32.png]felx)=sinlker x11), k=1,





	(11.58)


Помітимо, що функції (11.58) задовольняють також і силовим граничним умовам: при [image: image33.png]x=0, x=1




	[image: image34.png]



	(11.59)


Задоволення силовим граничним умовам у методі Рітца хоча і не обов'язково, але бажано, оскільки при цьому підвищується швидкість збіжності, рішення. З урахуванням (11.58) вираз (11.57) перепишеться у вигляді
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Щоб скористатися рівняннями методу Рітца (11.56)
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необхідно попередньо визначити вираз для потенційної енергії балки і силової функції поперечного навантаження [image: image37.png]


.
Якщо обмежитися врахуванням лише деформацій вигину балки, то
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або, після підстановки (11.60) в (11.62),
	[image: image39.png]



	(11.63)


Силова функція зовнішніх сил [див. (11.49)]
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Вносячи отримані вираз для П и U у рівняння (11.61), маємо
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звідки
	[image: image42.png]



	(11.65)


З урахуванням (11.65) вираз для пружної лінії балки остаточно прийме наступний вид:
	[image: image43.png]



	(11.66)


Цікаво оцінити точність рішення при збереженні в ряді (11.66) лише декількох перших членів. Підрахуємо прогин балки в середині прольоту [image: image44.png]


 й збереження в (11.66) лише першого члена
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Точне рішення дає
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Погрішність результату (11.67) становить усього 0,4%.
Приклад 11.3. У методі Рітца не завжди можна скористатися якою-небудь відомою системою функцій як координатні функції. Систему координатних функцій часто доводиться будувати безпосередньо при рішенні задач. Як приклад покажемо, як можна побудувати систему координатних функцій для балки, один кінець якої жорстко затиснений, а другий - вільно обпертий на жорстку опору.
Граничні умови такої балки мають вигляд:
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	(11.68)


Задамо пружну лінію балки у формі статечного ряду
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Кінематичні умови задовольняються, якщо покласти [image: image49.png]a=a=0



.
Підкоряючи далі вираз (11.69) умові [image: image50.png]


, одержуємо
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звідки
[image: image52.png]



У результаті пружна лінія балки прийме вид
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Безпосередньо з (11.70) одержуємо шуканий вираз для координатних функцій
	[image: image54.png]File)= 222172 k=3,4,..




	(11.71)


Кожна з функцій (11.71) задовольняє всім кінематичним умовам задачі
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