Осесиметричне крутіння оболонок. Несиметрично навантажені оболонки обертання
Розглянемо напружений стан оболонки, що перебуває під дією поверхневого навантаження [image: image1.png]


, дотичної до окружності (рис. 13.16), а також крайових дотичних сил [image: image2.png]


. Припустимо, що навантаження [image: image3.png]


 й інтенсивність крайових сил [image: image4.png]


 по куту [image: image5.png]


 — постійні.
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Рис. 13.16. Осесиметричне крутіння оболонок
Оскільки нормальні зусилля [image: image7.png]


 й [image: image8.png]


 від [image: image9.png]


 і [image: image10.png]


 не залежать, у цьому випадку вони будуть відсутні.
Сила зсуву у довільному кільцевому перетині визначається на підставі рівняння (13.17). Помноживши праву й ліву частини цього рівняння на [image: image11.png]


 й проінтегрував по [image: image12.png]


, одержимо
	[image: image13.png].
s2m? = [ p2mids + C

s



.
	(13.41)


Неважко переконатися, що ця рівність являє собою рівняння рівноваги частини оболонки, зображеної на рис. 13.16.
Ліва частина рівняння є внутрішній крутний момент у перетині оболонки. Права частина рівняння являє собою момент зовнішніх сил, причому перший доданок — це момент, створюваний поверхневим навантаженням; другий доданок дорівнює моменту, прикладеному до верхнього торця. Якщо ж верхній торець вільний, то [image: image14.png]


 дорівнює нулю.
Позначимо праву частину рівняння (13.41) через [image: image15.png]


 і знайдемо із цього рівняння зусилля [image: image16.png]


:
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.
	(13.42)


Цій силі, що зрушує, відповідає дотичне напруження
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.
	(13.43)


Знаменник правої частини рівності являє собою момент опору крутінню кільцевого перетину
	[image: image19.png]


,
	(13.44)


отже, формула (13.43) збігається із загальновідомою формулою для дотичного напруження при крутінні бруса
	[image: image20.png]
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Для визначення кута закручування оболонки використовуємо рівняння (13.20). Позначимо кут повороту поточного перетину через [image: image21.png]


. Використовуючи рівності
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рівнянню (13.20) можна додати наступний вид:
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Проінтегрував це рівняння в межах від [image: image26.png]


 до [image: image27.png]


, одержимо кут закручування на ділянці від [image: image28.png]


 до [image: image29.png]


:
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Величина, що коштує в знаменнику в дужках, дорівнює полярному моменту інерції кільцевого перетину
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Отже,
	[image: image32.png]


.
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Вираз (13.48) повністю збігається з виразом кута закручування бруса. Особливість складається тільки в тім, що інтегрування виконується по дузі меридіана [image: image33.png]


.
Отримані формули для напруження (13.43) і кута закручування (13.46) справедливі також при розрахунку диска на концентричне крутіння (рис. 13.17). 
[image: image34.png]



Рис. 13.17. Розрахунок диска на концентричне крутіння
Позначимо момент, переданий диском, через [image: image35.png]


, тоді інтенсивність зсувної, на внутрішньому й на зовнішньому краях
[image: image36.png]


;  [image: image37.png]


.
У довільній точці диска інтенсивність сили, що зрушує, і дотичне напруження визначаються по формулах (13.42) і (13.43).
Кут закручування диска, тобто поворот зовнішнього краю щодо внутрішнього, може бути обчислений по формулі (13.46), у якій інтегрування по [image: image38.png]


 повинне бути замінене інтегруванням по [image: image39.png]


.
Слід зазначити, що при крутінні оболонки в її поздовжні (меридіональних) перетинах, відповідно до закону парності, також виникають дотичні напруження (мал. 13.18). Ці напруги врівноважуються дотичними силами, прикладеними до торців.
[image: image40.jpg]


  
Рис. 13.18. Дотичні напруження в меридіональних перетинах
 
Несиметрично навантажені оболонки обертання
При аналізі напруженого й деформованого стану несиметрично навантажених оболонок обертання варто використовувати загальні рівняння безмоментної теорії (13.5) – (13.14) у частинних похідних.
Рівняння рівноваги (13.5) — (13.7) доцільно представити в наступній формі:         
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Системи рівнянь рівноваги (13.49) — (13.51) і переміщень (13.12) — (13.14) можуть бути перетворені до двох диференціальних рівнянь другого порядку із двома невідомими. Рішення останніх буде містити чотири невизначені функції від [image: image44.png]


, які повинні бути визначені відповідно до граничних умов на краях. Для пояса оболонки необхідно мати по двох умови на кожному краї; для оболонки, замкнутої з одного боку, дві умови на краю і два у вершині. Граничні умови можуть бути силовими, геометричними або змішаними. У силових граничних умовах на краю повинні бути задані зусилля [image: image45.png]


 й [image: image46.png]


, а в геометричних — переміщення [image: image47.png]


 й [image: image48.png]


 (дотичні переміщення). На переміщення [image: image49.png]


 не повинне бути накладене зв'язків, тому що в противному випадку виникнуть реактивні поперечні сили й напружений стан не буде безмоментним.
Якщо будуть задані дві силових граничних умови й дві геометричних, то оболонка буде статично визначена стосовно внутрішніх зусиль. Це значить, що для визначення внутрішніх зусиль залучати рівняння переміщень не потрібно.
Якщо ж буде задано три геометричних умови і одна силове або всі чотири умови геометричні, то оболонка буде один або два рази статично невизначений. У цьому випадку внутрішні зусилля можуть бути визначені тільки в результаті спільного рішення рівнянь рівноваги й переміщень.
Приклад. Дослідити напружений стан оболонки, представленої на рис. 13.19. Навантаження, прикладене до верхнього краю, статично еквівалентне силі [image: image50.png]


 і моменту [image: image51.png]


.
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Рис. 13.19. До прикладу 13.4
Рішення.
Нижній край оболонки закріплений так, що переміщення [image: image53.png]


 й [image: image54.png]


 заборонені (переміщення [image: image55.png]


 не обмежене). 
Задана оболонка в цілому працює на згинання. Тому що складові поверхні навантаження [image: image56.png]b2y



, [image: image57.png]73



, [image: image58.png]73



 у цьому випадку відсутні, рівняння рівноваги (13.49)—(13.51) приймають вид
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Дана задача фактично зводиться до рішення системи двох диференціальних рівнянь (13.53) і (13.54) із двома невідомими зусиллями [image: image62.png]


 й [image: image63.png]


. Зусилля [image: image64.png]


 в зазначені рівняння не входить і легко визначається по зусиллю [image: image65.png]


 відповідно до рівняння (13.52).
Для відшукання необхідного рішення застосуємо напівзворотний метод Сен-Венана. Цей метод полягає в тому, що одна із шуканих функцій задається. Потім, використовуючи одне з наявних рівнянь, визначають другу невідому функцію. Знайдені в такий спосіб дві функції підставляють у друге рівняння, якщо останнє – задовольняється, то ці функції і будуть шуканим рішенням.
Оскільки при крутінні оболонки основні залежності не відрізняються від відповідних залежностей теорії крутіння бруса, припустимо, що при вигині оболонки формули елементарної теорії вигину бруса також зберігають свою силу.
Розглянемо довільний поперечний переріз, розташований на відстані [image: image66.png]


 від верхнього торця (рис. 13.20). 
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Рис. 13.20. Довільний поперечний переріз (до прикладу 13.4)
Поверхню перетину будемо вважати перпендикулярною до серединної поверхні оболонки. У перетині виникає нормальне напруження [image: image68.png]


 і дотичне напруження [image: image69.png]


.
Розкладемо нормальне напруження на дві складові, паралельну і перпендикулярну осі оболонки:
[image: image70.png]



 і припустимо, що складова [image: image71.png]


 задовольняє загальновідомої залежності теорії згину бруса:
[image: image72.png]


.
Тоді повне меридіональне напруження в довільній крапці
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 і меридіональне зусилля 
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	(13.55)


Підставивши [image: image75.png]


 в диференціальне рівняння (13.53), визначимо з нього зусилля, що [image: image76.png]


зрушує :
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,  перетворимо це рівняння до наступного виду:
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Функція [image: image82.png]o



 не залежить від кута [image: image83.png]


 і відповідає постійної складової сили, що зрушує [image: image84.png]


; остання може виникнути при закручуванні оболонки, але так як в цьому випадку крутний момент дорівнює нулю, [image: image85.png]o



 то також дорівнює нулю.
Внесемо тепер [image: image86.png]


 і [image: image87.png]


 в друге диференціальне рівняння (13.54). Виконавши елементарні перетворення, знайдемо, що рівняння (13.54) звертається в тотожність. Отже, знайдені функції і є шуканим рішенням задачі. Це рішення буде справедливим за умови, що задане навантаження, тобто момент [image: image88.png]


 і сила [image: image89.png]


, буде прикладена до торця у вигляді розподілених нормальних і дотичних сил, що задовольняють рівнянням (13.55) і (13.56):
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При іншому характері розподілу зовнішніх сил по торцю рішення можна представити як суму знайденого рішення (основна частина) і накладеного на нього додаткового рішення, що виходить із системи сил, що виходить при вирахуванні з фактично прикладених сил [image: image91.png]


 і [image: image92.png]


 сил, що задовольняють рівнянню (13.57).
На відміну від суцільного бруса система із сил, прикладених до торця, може впливати на напружений стан оболонки на значній відстані від торця.
Розглянемо більш докладно питання про дотичне зусилля [image: image93.png]


.
З теорії поперечного згинання бруса відома формула для дотичного напруження
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	(13.58)


Якщо цю формулу застосувати до розглянутої задачі про згинання оболонки і підставити в неї значення [image: image95.png]
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, то вийде наступне значення напруги:
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Цій напрузі відповідає інтенсивність сили зсуву,
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Величина [image: image101.png]


 дорівнює другому доданку виразу (13.56). Щоб з'ясувати зміст першого доданка, звернемося до рис. 13.20. У перетині, що обмежує частину оболонки знизу, діє нормальне зусилля [image: image102.png]M,
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 й зусилля, що зрушує [image: image103.png]


. Приведемо нормальні зусилля [image: image104.png]M,
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 до центра ваги перетину; у результаті одержимо згинальний момент [image: image105.png]M=My+ Px



 і, крім того, силу, перпендикулярну осі оболонки:
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Ця сила спрямована вліво, отже, вона частково врівноважує силу [image: image107.png]


, і так як, сила що зрушує, [image: image108.png]


 повинна зрівноважити тільки частину, залишиної, поперечної сили, тобто [image: image109.png]


. Отже, перший доданок у виразі (13.56) враховує наявність складової меридіональних сил, перпендикулярної осі оболонки.
Окружне зусилля визначається по меридіональному зусиллю на підставі рівняння (13.52):
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Наведене рішення задачі про згинання оболонки отримано без використання гіпотези плоских перетинів, на основі загальних рівнянь безмоментної теорії оболонок. На цій підставі можна укласти, що загальні закономірності теорії згинання бруса залишаються справедливими також при згинанні оболонок обертання.
Приклад. Застосуємо отримані залежності до задачі про згин конуса, зображеного на рис. 13.21, а. 
Рішення.
Так як в цьому випадку [image: image111.png]


 дорівнює нулю і [image: image112.png]


, то на підставі рівняння (13.56):
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Рівність нулю зусиль, що зрушують, у поперечному перерізі оболонки свідчить про те, що складова меридіональних зусиль, перпендикулярна осі конуса, повністю врівноважує поперечну [image: image114.png]
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Рис. 13.21. До прикладу 13.5
Окружні зусилля, притягуючі [image: image118.png]


, на підставі рівняння (13.55) при [image: image119.png]


 також дорівнюють нулю.
Таким чином, у стінці розглянутої конічної оболонки виникають тільки меридіональні зусилля (рис. 13.21, б)
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Якщо розглянуту оболонку подумки розділити поздовжніми меридіональними площинами на ряд стрижнів, як показано на рис. 13.21, в, то стрижні не будуть взаємодіяти між собою, а будуть працювати тільки на розтягання або стискання; отже, конічна оболонка, навантажена силоміць [image: image121.png]


 у вершині, працює як просторова конічна ферма.
Приклад. На рис. 13.22 зображена циліндрична оболонка, нижній край якої закріплений нерухомо так, що дотичні зсуви [image: image122.png]


 і [image: image123.png]


 дорівнюють нулю. Верхній край посилений кільцем, що має більшу жорсткість на згинання у своїй площині й практично не стискує переміщення краю оболонки в осьовому напрямку. Оболонка навантажена силоміць [image: image124.png]


, перпендикулярної осі оболонки, прикладеної до кільця.
[image: image125.jpg]



Рис.13.22. До прикладу 13.6
Рішення.
При рішенні даної задачі не будемо користуватися напівзворотним методом Сен-Венана, а вирішимо задачу прямим шляхом.
Рівняння рівноваги безмоментної теорії оболонок обертання (13.49)—(13.51) при [image: image126.png]
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 приймають вид
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і рівняння деформацій (13.12)-(13.14) відповідно:
	[image: image135.png]2@
S



;
	(13.64)

	[image: image136.png]o, o My
%@ r  En




;
	(13.65)

	[image: image137.png]& w5

.
ro@ & Gh



.
	(13.66)


Координата [image: image138.png]


 відлічується уздовж осі циліндра від верхнього торця.
Проінтегрируємо рівняння (13.63) по [image: image139.png]


:
[image: image140.png]


,
де [image: image141.png]=Xy >4



 — невідома функція від [image: image142.png]


.
Підставимо [image: image143.png]


 в (13.62) і знову проинтегрируємо по [image: image144.png]


:
[image: image145.png]T =12 (g)s @l



,
де [image: image146.png]


 — нова невідома функція від [image: image147.png]


.
Вважаючи, що кільце не робить опору осьовим зсувам краю циліндра, одержимо наступну граничну умову на верхньому торці:
при [image: image148.png]


    [image: image149.png]


,
звідки виходить [image: image150.png]


.
Для визначення [image: image151.png]=Xy >4



 необхідно використовувати інші граничні умови. Оскільки ці умови геометричного характеру, звернемося до рівнянь деформацій.
Підставимо [image: image152.png]


 в рівняння (13.64) і проінтегрируємо по [image: image153.png]


; у результаті визначимо [image: image154.png]


:
[image: image155.png]


,
де [image: image156.png]


 — нова невідома функція від [image: image157.png]


. 
Нарешті, з рівняння (13.66), з огляду на, те що [image: image158.png]


, знайдемо [image: image159.png]


:
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;
тут [image: image162.png]


— ще одна невідома функція від [image: image163.png]


.
Використовуємо граничні умови на нижньому торці циліндра:
при [image: image164.png]


  [image: image165.png]


;
при [image: image166.png]


  [image: image167.png]


.
Згідно із цими умовами
[image: image168.png]LAC)
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[image: image169.png]



Після підстановки функцій [image: image170.png]


 і [image: image171.png]


 вираз переміщень [image: image172.png]


 і [image: image173.png]


 приймає наступний вид:
[image: image174.png]


;
[image: image175.png]


.
Тепер всі величини виражені через одну невідому функцію [image: image176.png]=Xy >4



. Цю останню варто знайти із граничної умови, що залишилася невикористаною, на верхньому торці циліндра, відповідно до [image: image177.png]


 якого [image: image178.png]


 при переміщенні точок краю циліндра повинні дорівнювати переміщенням відповідних точок кільця.
Розглянемо випадок, коли кільце можна вважати абсолютно жорстким (при згинанні в його площині): припустимо, що під дією сили [image: image179.png]


 воно змістилося на величину [image: image180.png]


 (рис. 13.23, а). 
	[image: image181.jpg]




	а
	б


Рис. 13.23. Абсолютно жорстке кільце
Тоді переміщення [image: image182.png]


 на верхньому торці буде
[image: image183.png]


.
Отже,
[image: image184.png]


.
Знайдемо рішення цього рівняння. Загальне рішення відповідного однорідного рівняння може бути представлене в гіперболічних функціях від [image: image185.png]


. Але так як [image: image186.png]


 повинна бути періодичною функцією з періодом, кратним [image: image187.png]


, то рішення однорідного рівняння варто відкинути. Залишається частне рішення рівняння із правою частиною. Останнє має вигляд
[image: image188.png]


.
Таким чином, ми одержали залежність між силою, що зрушує [image: image189.png]


, і величиною зсуву центра [image: image190.png]


кільця . Щоб з'ясувати залежність цих величин від величини сили [image: image191.png]


, розглянемо рівновагу кільця (рис. 13.23, б). Дорівнявши нулю суму проекцій сил на горизонтальну вісь, знайдемо
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звідки зсув центра кільця
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.
Вносячи це вираження в знайдені раніше залежності, одержимо
[image: image195.png]P
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;
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[image: image198.png]


.
 Радіальне переміщення [image: image199.png]


 визначається  на підставі рівняння (13.65):
[image: image200.png]g



.
Неважко переконатися, що всі отримані вирази для зусиль і переміщень точно збігаються з відповідними виразами елементарної теорії згину бруса. Дійсно, згинальному моменту [image: image201.png]


 відповідає мерідіональне зусилля
[image: image202.png]


.
Поперечній силі [image: image203.png]


  відповідає зусилля, що зрушує
[image: image204.png]


.
Також неважко переконатися, що перший доданок у формулі для [image: image205.png]


 відповідає переміщенню за рахунок згину, а другий — за рахунок зрушення, викликаного поперечною силою.
Величина переміщення [image: image206.png]


 дорівнює добутку кута повороту поперечного переріза на відстань [image: image207.png]y=rcosg



 від розглянутої точки до нейтральної лінії.
Нарешті, переміщення [image: image208.png]


 складається з основного доданка [image: image209.png]


, що враховує вигин оболонки, і додаткового члена [image: image210.png]


, що враховує ефект поперечної деформації при дії нормальних напружень у поздовжньому напрямку.
На підставі викладеного можна зробити наступний загальний висновок: якщо поперечне навантаження передається на оболонку через жорстке кільце, то оболонку можна розраховувати на згинання по звичайних формулах теорії згину бруса.
При малій згинальній жорсткості кільця задачу доцільно вирішувати в рядах. При цьому необхідно використовувати умови спільності деформації оболонки і кільця.
Зупинимося коротко на питанні про розрахунок по безмоментній теорії оболонок обертання, навантажених неосесиметричним поверхневим  навантаженням: [image: image211.png]p = py(@.s)



; [image: image212.png]Py =Dpyl@.s)



; [image: image213.png]p3 = p3le.s)



.
Представимо складові поверхневого навантаження [image: image214.png]n



, [image: image215.png]F)



, [image: image216.png]p)



 у вигляді рядів Фур'є:
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	(13.67)


Коефіцієнти рядів [image: image218.png]P



, [image: image219.png]


 і т.д. являють собою функції тільки кута [image: image220.png]


 або дуги [image: image221.png]


. Їх визначають звичайними методами, застосовуваними при розкладанні функцій у ряди.
Перші доданки виразів (13.67) відповідають симетричним; складовим навантаження; другі - обернено симетричним.
Таким чином, рішення задачі про напруження і деформації довільно навантаженої оболонки зводиться до знаходження рішення для навантаження виду
	[image: image222.png]


; [image: image223.png]Do cOske




; [image: image224.png]Py = Py sinke




	(13.68)


відповідної [image: image225.png]


- им членам рядів (13.67).
Підставимо компоненти навантаження (13.68) у загальні рівняння безмоментної теорії (13.49) – (13.51):
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;
	(13.69)
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;
	(13.70)
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.
	(13.71)


Рішення цієї системи рівнянь шукаємо в наступному виді:
	[image: image229.png]T, coskep




; [image: image230.png]5=75, sinkeg



,
	(13.72)


де [image: image231.png]


, [image: image232.png]


  — функції тільки [image: image233.png]


 (або [image: image234.png]


).
У результаті підстановки виразів (13.72) у рівняння (13.70) і (13.71) і скорочення відповідно на [image: image235.png]cosig



 і [image: image236.png]sinke



 прийдемо до системи двох диференціальних рівнянь у звичайних похідних:
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	(13.73)

	[image: image238.png]


.
	(13.74)


Приведемо ці рівняння до одного рівняння з одним невідомим. Щоб виключити [image: image239.png]


, помножимо перше рівняння на [image: image240.png]krsin@



 і продиференціюємо по s, а друге — на ( [image: image241.png]


), потім обидва рівняння складемо; одночасно введемо нову невідому функцію
	[image: image242.png]T,




,
	(13.75)


а також замінимо диференціювання по [image: image243.png]


 диференціюванням по [image: image244.png]


.
У результаті одержимо диференційне рівняння з невідомою функцією [image: image245.png]


: 
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	(13.76)


Якщо по рівнянню (13.76) функція [image: image247.png]


 буде знайдена, то по залежності (13.75) можна визначити меридіональне зусилля [image: image248.png]


; потім по рівнянню (13.73) — зусилля, що зрушує [image: image249.png]


, і по рівнянню (13.69) — окружне нормальне зусилля [image: image250.png]


. В отриманих у такий спосіб виразах будуть утримуватися дві довільні постійні. Останні визначаються на підставі граничних умов на краях оболонки. При цьому, якщо будуть задані геометричні граничні умови (тобто задані зсуви [image: image251.png]


 і [image: image252.png]


), то необхідно аналогічним способом одержати рішення системи рівнянь переміщень (13.12) — (13.14) і визначати вже не дві, а чотири постійні.
