Подовжні коливання стрижнів
Розглянемо випадок, коли стрижень випробує дію однієї зосередженої сили, що змінюється за гармонійним законом
[image: image1.png]F =F, sin pt.



                                                                                                     (287)
Стаціонарні змушені коливання відбуваються з частотою обурення і, отже, описуються законом
[image: image2.png]


                                                                                        (288)
де [image: image3.png]V(x)



- підлягаюча визначенню функція абсциси (форма змушених коливань). Для елемента стрижня (див. мал.67,б) було отримане рівняння
[image: image4.png]2 8% _ 9%




                                                                                                  (289)
де
[image: image5.png]


                                                                                                             (290)
Підставляючи в (289) вираз (288), приходимо до звичайного диференціального рівняння для функції [image: image6.png]V(x)



:
[image: image7.png]V'




                                                                                                   (291)
де [image: image8.png]


визначається формулою (290).
Рівняння (291) відрізняється від рівняння (179) для форми вільних коливань тим, що частота [image: image9.png]


заздалегідь відома. Подібно виразу (181) рішення (291) запишемо у виді
[image: image10.png]P p
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                                                                                   (292)
Постійні [image: image11.png]


і [image: image12.png]


визначаються з граничних умов; розглянемо деякі з них.
Закріплений кінець стрижня. У цьому випадку [image: image13.png]


при будь-якому [image: image14.png]


, а це вимагає, щоб у цьому перерізі було [image: image15.png]


.
До кінця стрижня прикладена сила [image: image16.png]F =F, sin pt.



Вона повинна дорівнювати подовжній силі в кінцевому перерізі. Відповідно до (173)
[image: image17.png]N=EA it EAV'sin pt.




                                                                                    (293)
Прирівнюючи вирази (287) і (293), одержимо граничну умову у виді
[image: image18.png]


                                                                                                           (294)
Кінець стрижня вільний від навантаження.

Відповідно до формули (294) тут [image: image19.png]


.
На кінці стрижня є зосереджена маса [image: image20.png]m,



. 
Сила інерції, що розвивається нею
[image: image21.png]=mgp?V, sin pt,





де [image: image22.png]


- розміри, що відносяться до точки розташування маси [image: image23.png]m,



.
Ця сила інерції повинна дорівнювати подовжній силі
[image: image24.png]Ny = E:\@ EAV'sin pt,





отже, гранична умова має вид
[image: image25.png]



Якщо стрижень має перемінний переріз, що змінюється східчасто, то рішення (292) повинно бути записане окремо для кожної з ділянок:
[image: image26.png]e P p
1= Cysin Py 4D cosxg;





[image: image27.png]



. . . . . .
[image: image28.png]P p
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де [image: image29.png]


- номер відповідної ділянки.
Постійні [image: image30.png]


і [image: image31.png]


визначаються з двох умов на кінцях стрижня й [image: image32.png]2(n-1)



умов сполучення, що виражають рівність переміщень і подовжніх сил на межі двох ділянок:
[image: image33.png]=V,(0)
= (EAV'},0).




Аналогічно варто надходити й у тих випадках, коли обурююча сила прикладена в ряді проміжних перерізів.
Розглянемо випадок, коли зовнішнє навантаження неперервно розподілене вздовж стрижня:
[image: image34.png]pt.
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                                                                                         (295)
Використовуючи мал.67,б, запишемо рівняння руху з обліком елементарного зовнішнього навантаження [image: image35.png]qp (x)dx sin pt



; тоді за допомогою співвідношення (288) при [image: image36.png]EA = const



одержимо
[image: image37.png]V'





Загальне рішення цього диференціального рівняння залежить від виду правої частини. Так, якщо [image: image38.png]q, = const



:
[image: image39.png]LI
pAp?
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У загальному випадку рішення має вид
[image: image40.png]v =CsinPx +DeosPx + —¢ g, @)sin L(x - B)dE
¢ ¢ Eap; c



                                          (296)
Якщо переріз стрижня змінюється неперервно, то вихідне диференціальне рівняння записується у виді
[image: image41.png]



При цьому передбачається відсутність розподіленого зовнішнього навантаження.
Після підстановки виразу (288) рівняння приймає форму
[image: image42.png]


                                                                                         (297)
Це рівняння має перемінні коефіцієнти й у загальному випадку не може бути вирішене в замкнутому виді, тому доводиться використовувати наближені методи.
Тепер розглянемо розкладання рішення в ряд по власних функціях. У загальному випадку зовнішнє навантаження довільним способом розподілене вздовж і є якою завгодно функцією часу
[image: image43.png]



Зокрема, навантаження може змінюватися в часі за законом, загальним для всіх точок:
[image: image44.png]


                                                                                                  (298)
Відповідно до мал.67, з огляду на елементарне зовнішнє навантаження [image: image45.png]qdx



, одержимо при [image: image46.png]EA = const
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                                                                                (299)
Далі навантаження [image: image48.png]q(x.t)



і переміщення [image: image49.png]u(x,t)



представляються у вигляді рядів по власних функціях відповідної задачі про вільні коливання:
[image: image50.png]X, (x)8, () + Xy (x)S,(0) + ..y
u=X, (0T (6) + X, ()T, (0 + ..




                                                                 (300)
Для визначення функцій часу [image: image51.png]S,(t)



помножимо обидві частини рівняння (299) на [image: image52.png]Xi(x)



і проінтегруємо результат по всій довжині стрижня. При інтегруванні в правій частині зникнуть усі доданки, крім і-го, внаслідок ортогональності власних функцій, і для [image: image53.png]S,(t)



утвориться формула
[image: image54.png]£
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                                                                                    (301)
Якщо навантаження змінюється за законом (298), то
[image: image55.png]S(H=H()-

L\?(x)d\'
H



                                                                            (302)
тобто функції [image: image56.png]S,(t)



для всіх номерів і відрізняються тільки масштабом.
Якщо ж навантаження здійснюється зосередженими силами [image: image57.png]F, (t).F, (t).




в перетинах з абсцисами [image: image58.png]a,b..



то формула (301) приймає вид
[image: image59.png]s = BOX@rBOXO)+..

X2 (x)ds
5



                                                                    (303)
Визначення функцій Ті(t) основане на тому, що кожний доданок у правій частині верхнього ряду (300) викликає рух, обумовлений відповідним доданком нижнього ряду (300). Тому в рівняння (299) можна підставити
[image: image60.png]b = X, (x)8, () = X (x) T(t).



                                                                            (304)
Тоді одержимо рівняння
[image: image61.png]EAXT - pAX,T= XS,




або, після розподілу на [image: image62.png]pPAXT,




[image: image63.png]



Ця рівність виконується за умови, що обидві його частини рівні тому самому числу, що позначимо через [image: image64.png]


, тоді
[image: image65.png]



Рішення цього рівняння має вид
[image: image66.png]¢
=L [8,(nsinw, (t-1)d7.
PAW; §





Ця формула і дозволяє вирішити задачу, тому що дає можливість утворити другу із сум (300). Якщо навантаження діє за законом (298), то при урахуванні (302) можна написати
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У випадку довільної періодичної функції [image: image68.png]


варто скористатися способами, викладеними вище. У найпростіших випадках [наприклад, коли навантаження визначається виразом (295)], простіше шукати рішення у вигляді (288), визначаючи [image: image69.png]V(x)



по виразу (296).
