Подовжні коливання стрижнів
Основна особливість процесу вільних коливань систем із безкінечним числом ступенів свободи виражається в нескінченності числа власних частот і форм коливань. З цим зв'язані й особливості математичного характеру: замість звичайних диференціальних рівнянь, що описують коливання систем із кінцевим числом ступенів свободи, тут доводиться мати справу з диференціальними рівняннями в приватних похідних. Крім початкових умов, що визначають початкові зсуви і швидкості, необхідно враховувати і граничні умови, що характеризують закріплення системи.

При аналізі подовжніх коливань прямолінійного стрижня (мал.67,а) будемо вважати, що поперечні перетини залишаються плоскими, і що частки стрижня не роблять поперечних рухів, а переміщаються тільки в подовжньому напрямку.
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Мал. 67

Нехай u - подовжнє переміщення поточного перетину стрижня при коливаннях; це переміщення залежить від розташування перетину (координати x) і від часу t. Таким чином, [image: image2.png]u = u(x,t)



є функція двох перемінних; її визначення і представляє основне завдання. Переміщення нескінченно близького перетину дорівнює [image: image3.png]au
U+ —dx




і, отже, абсолютне подовження нескінченно малого елемента [image: image4.png]dx



дорівнює [image: image5.png]au



(мал.67,б), а відносне його подовження [image: image6.png]


.

Відповідно подовжня сила в перетині з координатою х може бути записана у виді
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,                                                                                           (173)

де [image: image8.png]FA



жорсткість стрижня при розтягу (стиску). Сила N також є функцією двох аргументів - координати х і часу t.

Розглянемо елемент стрижня, розташований між двома нескінченно близькими перетинами (мал.67,в). До лівої грані елемента прикладена сила N, а до правого - сила [image: image9.png]s N
&



. Якщо позначити через [image: image10.png]


щільність матеріалу стрижня, то маса розглянутого елемента складає [image: image11.png]pAdx



. Тому рівняння руху в проекції на вісь х має вид
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,

або
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.                                                                                                     (174)

З огляду на вираження (173) і приймаючи A = const , одержимо
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,                                                                                                     (175)

де
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.                                                                                                                (176)

Слідуючи методу Фур'є, шукаємо приватне рішення диференціального рівняння (175) у виді

[image: image16.png]u =X




,                                                                                                     (177)

тобто припустимо, що переміщення u можна представити у виді добутку двох функцій, одна з яких залежить тільки від аргументу х, а інша тільки від аргументу t. Тоді замість визначення функції двох перемінних u (x, t) необхідно визначати дві функції X(x) і T(t), кожна з який залежить тільки від однієї перемінної.

Підставивши (177) у рівняння (174), одержимо

[image: image17.png]


,

де штрихами позначена операція диференціювання по x, а точками - по t. Перепишемо це рівняння у виді

[image: image18.png]


.

Тут ліва частина залежить тільки від x, а права - тільки від t. Для тотожного виконання цієї рівності (при будь-яких x і t) необхідно, щоб кожна з його частин дорівнювала постійній, що позначимо через [image: image19.png]


: 
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; [image: image21.png]


.                                                                                        (178)

Звідси випливають два рівняння:
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;  [image: image23.png]


.                                                                              (179)

Перше рівняння має рішення

[image: image24.png]T=Asm(wt +er)



,                                                                                               (180)

яке показує на коливальний характер, причому із виразу (180) видно, що невідомий розмір [image: image25.png]


має сенс частоти вільних коливань.

Друге з рівнянь (179) має рішення
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,                                                                                   (181)

що визначає форму коливань.
Частотне рівняння, що визначає розмір [image: image27.png]


, складається шляхом використання граничних умов. Це рівняння завжди трансцендентне і має нескінченне число коренів. Таким чином, число власних частот нескінченне, причому кожному значенню частоти [image: image28.png]


відповідає своя функція Tn(t), обумовлена залежністю (180), і своя функція Xn(x), обумовлена залежністю (181). Рішення (177) є лише приватним і не дає повного опису руху. Повне рішення утворюється шляхом накладення всіх приватних рішень:
[image: image29.png]U= X, ()T,
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.
Функції Xn(x) називаються власними функціями задачі й описують власні форми коливань. Вони не залежать від початкових умов і задовольняють умові ортогональності, що при А=const має вид 
[image: image30.png][Xa@X, @)dx=0



, якщо [image: image31.png]m#zn



.
Розглянемо деякі варіанти граничних умов.
Закріплений кінець стрижня (мал.68,а). У кінцевому перетині переміщення u повинно бути рівним нулю; звідси випливає, що в цьому перетині 
X=0                                                                                                                  (182)
Вільний кінець стрижня (мал.68,б). У кінцевому перетині подовжня сила 
[image: image32.png]AX'T




                                                                                                     (183)
повинна тотожно рівнятися нулю, що можливо, якщо в кінцевому перетині X'=0. 
Пружно - закріплений кінець стрижня (мал.68,в).
При переміщенні u кінцевого стрижня виникає пружна реакція опори [image: image33.png]


, де С0 - жорсткість опори. З огляду на вираз (183) для подовжньої сили, одержимо граничну умову виду
[image: image34.png]


,
якщо опора розташована на лівому кінці стрижня (мал.68,в), і виду 
[image: image35.png]-C,X =EAX



,
якщо опора розташована на правому кінці стрижня (мал.68,г).
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Мал. 68

Зосереджена маса [image: image37.png]m,



на кінці стрижня. 
Сила інерції, що розвивається масою 
[image: image38.png]3%
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.
Тому що, відповідно до першого з рівнянь (179), [image: image39.png]


, то сила інерції може бути записана у виді [image: image40.png]mw?XT



. Одержуємо граничну умову у виді
[image: image41.png]—mye?X = EAX'



,
якщо маса знаходиться на лівому кінці (мал.68,д), і 
[image: image42.png]my@*X = EAX



,                                                                                                     (184)
якщо маса зв'язана з правим кінцем (мал.68,е).
Визначимо власні частоти консольного стрижня (мал.68,a').
Відповідно до(182) і (183), граничні умови будуть
X=0 при х=0;
X'=0 при х=[image: image43.png]


.
Підставляючи по черзі ці умови в рішення (181), одержимо
D=0; [image: image44.png]


.
Умова С[image: image45.png]


 0 приводить до частотного рівняння
[image: image46.png]cos—=0



.
Корені цього рівняння
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(n=1,2,…)
визначають власні частоти
[image: image48.png]


(n=1,2,…)...                                                                        (185)
Перша (нижча) частота при n=1
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ne_n [E




.
Друга частота (при n=2)
[image: image50.png]


  і т.д.
Визначимо власні частоти стрижня з масою [image: image51.png]m,



на кінці (мал.68,е).
Відповідно до (182) і (184) маємо
X=0 при х=0;
[image: image52.png]mye?X = EAX



при х=[image: image53.png]


 .
Підставляючи ці умови в рішення (181), одержимо
D=0; [image: image54.png]2. ol _FAo ol
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.
Отже, частотне рівняння при обліку вираження (176) має вид
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.
Тут права частина являє собою відношення маси стрижня до маси кінцевого вантажу.
Для рішення отриманого трансцендентного рівняння необхідно скористатися якимсь наближеним способом.
При [image: image56.png]


і [image: image57.png]


значення найбільш важливого нижчого кореня [image: image58.png]@



будуть відповідно 0.32 і 0.65.
При малому відношенні [image: image59.png]


вирішальний вплив робить вантаж і гарні результати дає наближене рішення
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.
Для стрижнів перемінного перетину, тобто при А[image: image61.png]


const, із рівнянь (173) і (174) утворюється рівняння руху у виді
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.
Це диференціальне рівняння не піддається рішенню в замкнутому виді. Тому в подібних випадках доводиться удаватися до наближених методів визначення власних частот.
