Поняття про крайовий ефект. Крайовий ефект у сферичній і циліндричній оболонках

Рішення системи рівнянь попереднього параграфа дозволяє визначити зусилля і напруги в симетрично навантаженій оболонці обертання по моментній теорії. Порівняння напружень, одержуваних по моментній і безмоментній теоріях, приводить до виводу, що в тонких оболонках вони мало відрізняються. Таким чином, можна вважати, що безмоментна теорія дає задовільні результати, якщо граничні умови є безмоментними, тобто забезпечують краям  оболонки вільні переміщення в напрямку нормалі до поверхні.
Розглянемо тепер напружений стан оболонки обертання, край якої закріплений від зсуву в напрямку нормалі до поверхні. У закріпленні виникають реакції, які викликають напружений стан, пов'язане із згинанням і швидко загасаюче при видаленні від краю. Такий напружений стан, як ми вже відзначали, носе назву крайового ефекту.
Область загасання крайових ефектів виявляється дуже вузькою: для досить тонких оболонок вона обчислюється частками R. Крайовий ефект - зовсім особливе явище, характерне лише для тонких оболонок. Він не пов'язаний із принципом Сен-Венана, а обумовлений тільки малою товщиною оболонки і скривленням її серединної поверхні.
Складемо основні рівняння, що описують розглянутий напружений стан. У задачі про крайовий ефект поверхневе навантаження відсутнє й рівняння рівноваги (7.28) є однорідними:
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В якості геометричних співвідношень скористаємося рівняннями (7.30), додавши до них вираз (7.29), що представляє собою зміна кута нахилу дотичній до меридіана після деформування. Значення [image: image2.png]


 зручно використовувати для спрощення рішення, тому що через нього можуть бути виражені зміни кривизни:
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Для визначення [image: image4.png]


 звернемося до рис. 7.21, де показаний елемент меридіана оболонки до і після деформування. 
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Рис. 7.21. Елемент меридіана оболонки до і після деформування
Із креслення виходить, що до деформування
	[image: image6.png]



	(а)


Після деформування кут [image: image7.png]


 змінюється до [image: image8.png]P+



, радіус r стає рівним [image: image9.png]r(l+5)



, довжина дуги меридіана [image: image10.png]Rde



 зростає до [image: image11.png]R(1+5)de



 і співвідношення (а) приймає вид
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Після спрощення з урахуванням малості деформацій [image: image14.png](cosy =1, sinyw~y)



 одержуємо
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звідки
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Як фізичні залежності використовуємо рівняння (7.31) Таким чином, одержуємо систему 12 рівнянь: (7.30), (7.31) (7.32) і (7.34) для визначення 12 невідомих функцій: п'яти зусиль ( [image: image17.png]


, [image: image18.png]


, [image: image19.png]


, [image: image20.png]


, [image: image21.png]o}



), чотирьох деформацій ( [image: image22.png]


, [image: image23.png]


, [image: image24.png]


, [image: image25.png]


), двох переміщень ( [image: image26.png]


, w) і зміни кута нахилу дотичній до меридіана [image: image27.png]


.
Інтегрування цієї системи рівнянь представляє значні труднощі. Точне рішення задачі показує, що в краю виникає напружений стан, що має форму швидко загасаючого коливання при видаленні від цього краю. Це дозволяє побудувати наближену теорію розрахунку крайового ефекту. Аналіз функцій, що характеризують загасання коливання з більшим коефіцієнтом загасання, показує, що значення похідної такої функції завжди більше значення самої функції на величину коефіцієнта загасання. Тому при підсумовуванні зусиль, деформацій і переміщень в оболонці з їх похідними можна брати до уваги лише похідні вищого порядку.
Однак наближена теорія крайового ефекту має обмежене застосування. Вона дає гарні результати лише при [image: image28.png]@>30°



. У цьому випадку у виразі (7.34) [image: image29.png]cige



 не заважає зневажити лінійними деформаціями [image: image30.png]


 й [image: image31.png]


 у порівнянні з похідною [image: image32.png]de, [dp



; зазначений вираз може бути представлене в спрощеній формі:
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У такий же спосіб спростимо всі інші рівняння крайового ефекту. Виключивши з перших двох рівнянь рівноваги зусилля [image: image34.png]


, одержимо
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або
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Після інтегрування знаходимо
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При розрахунку оболонки обертання по безмоментній теорії, коли [image: image38.png]0,=0



, довільна постійна C пропорційна рівнодіючій поверхневих сил. Так як задача про крайовий ефект є однорідною, то ця рівнодіюча дорівнює нулю, а значить, і постійна теж дорівнює нулю. Таким чином,
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Підставивши цей вираз в друге рівняння рівноваги, одержуємо
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звідки після зазначених спрощень
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З перших двох формул (7.31) маємо
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Після підстановки зусиль (в) і (г) одержуємо
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або після спрощення
	[image: image44.png]1 Rydg

ER R de




	(д)


Із третього рівняння рівноваги (7.32) після диференціювання і спрощення знаходимо
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Третя формула (7.31) після підстановки в неї значень  кривизни  (7.33) приймає вид
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або після спрощення
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Підставивши вираз (ж) в (е), після спрощення одержимо
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Підставивши вираз (з) в (д), знайдемо
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Вносячи останню рівність у формулу (б), одержимо наближене диференціальне рівняння крайового ефекту:
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	(7.35)


де
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Рівняння (7.35) можна виразити щодо поперечної сили [image: image52.png]o}



. Для цього потрібно у вираз (з) підставити послідовно формули (б) і (д). У результаті після спрощень одержимо
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Розглянемо рішення записаного рівняння для сферичної оболонки. У цьому випадку радіуси кривизни однакові: [image: image54.png]


, а рівняння (7.36) приймає вид
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Його рішення можна представити в такій формі:
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Для зручності подальших розрахунків вводимо нові змінні [image: image57.png]


 й [image: image58.png]@y



: Згідно рис. 7.22, [image: image59.png]


, [image: image60.png]


. Тоді рішення (і) буде виглядати так:
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	(7.37)
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Рис. 7.22. Введення нових змінних
Воно складається із двох частин:  перша являє собою коливання, що загасають від нижнього краю,  а друга — від  верхнього. Отже, якщо цікавить крайовий ефект нижнього краю, то треба користуватись першою частиною рішення (7.37), що залежить від [image: image63.png]


:
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Для верхнього краю береться друга частина рішення, що залежить від [image: image65.png]@y



:
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	(7.39)


За допомогою отриманих формул легко обчислюються кут [image: image67.png]


 і інші зусилля. Так, для нижнього краю сферичної оболонки
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Для верхнього краю
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Подальший хід рішення задачі полягає в наступному. Виробляється розрахунок оболонки за безмоментною теорією: з рівнянь (7.3) визначаються зусилля [image: image70.png]


 й [image: image71.png]


. Загальне рішення задачі виходить підсумовуванням зусиль крайового ефекту і зусиль, отриманих по безмоментній теорії. Потім із граничних умов визначаються довільні постійні загального рішення.
Для дослідження крайового ефекту в циліндричній оболонці скористаємося рівнянням (7.16). Відповідне йому однорідне рівняння
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має рішення у вигляді
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Аналогічно поданню функції (7.37) у вигляді двох незалежних рішень (7.38) і (7.39), рішення (к) також можна розбити на два:
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Перше з них справедливо, наприклад, для лівого краю оболонки, від якого відлічується координата [image: image75.png]&4



; друге справедливо для правого краю, звідки відлічується координата [image: image76.png]&



.
Після цього по формулах (7.13) визначаються зусилля крайового ефекту: для лівого краю
[image: image77.png]M, =28 De"8(Cyc088 - Cysin & );

M,
&= p

N, ={ En/R)e™(C, cosé + Cy coss );

=20’ D4 [(Cy + Cy Jeos - (G - & )sin &





для правого
[image: image78.png]M, =2a8 D% (C,cosg, - Cysin &, );
G =2a° De4[(Cy+ O Jeos gy, —(Cy - CJsin g,
N, =( En/R)e*2(C; cosé, + Oy coss, ).




Загальне рішення задачі виходить підсумовуванням зусиль крайового ефекту і зусиль, отриманих по безмоментній теорії, так само це було показано для сферичної оболонки. Існування крайового ефекту у затисненого краю замкнутої кругової циліндричної оболонки підтверджує раніше розглянутий рис. 7.15. Навіть у короткій оболонці згинальний момент [image: image79.png]


 і поперечна сила [image: image80.png]a,



 загасають при видаленні від затисненого краю. У нормальної сили [image: image81.png]


 загасає та частина зусилля, що викликається крайовим ефектом; (на малюнку їй відповідає епюра, зображена суцільною лінією).
