Поняття про розрахунок циліндричних котків. Поняття про дію зосередженої сили на пружний півпростір

Поняття про розрахунок циліндричних котків
Розрахунок циліндричних котків являє собою задачу про стискання тіл, що стикаються по поверхні кінцевих розмірів. Така задача ставиться до розряду контактних. Вона зустрічається при розрахунку опорних частин мостів, естакад, шлюзових воріт, при вивченні місцевих напружень у колесах рухомого составу, у головках залізничних рейок.
Розглянемо два паралельних циліндри, які касаються по твірній і стискаємих рівномірно розподіленими по довжині силами, рівнодіючі яких спрямовані по осі [image: image1.png]


 (рис. 4.14).
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Рис. 4.14. Дотичні циліндри
Внаслідок деформування під дією цих сил торкання циліндрів відбудеться по деякій поверхні у вигляді вузької смуги, називаною поверхнею тиску. Її ширина завжди мала в порівнянні з розмірами циліндрів, тому розглянуту задачу можна вирішувати як плоску задачу теорії пружності.
Виріжемо в одного із циліндрів диск товщиною, рівній одиниці. Якщо взяти до уваги дійсну геометричну форму дотичних тіл, то визначення напружень і деформації в області контакту виявиться неможливим. Тому через малість ширини поверхні контакту в порівнянні з діаметрами циліндрів дотичні тіла заміняють двома пружними напівплощинами. Сили ж тиску, що виникають на поверхні контакту, уважають прикладеними до кожної напівплощини.
Всі труднощі подальшого рішення полягають у визначенні закону розподілу тиску по лінії контакту. Німецький учений Г. Герц в 1883 р. показав, що цей розподіл уздовж осі [image: image3.png]


 можна прийняти за законом напівеліпса. Згідно рис. 4.15,
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де [image: image5.png]Py



 — максимальна ордината на епюрі тиску посередині смуги тиску; [image: image6.png]


 — половина ширини смуги тиску.
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Рис. 4.15. Розподіл тиску по лінії контакту
Визначимо нормальне напруження [image: image8.png]


 в довільній точці [image: image9.png]


 осі [image: image10.png]


. Напруження, створювана елементарною силою [image: image11.png]pdy



, відповідно до першої формули (4.21), становить
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,
а напруження від тиску по всій площі контакту
[image: image13.png]_2’ pdy
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Підставимо в ці вирази інтенсивність тиску [image: image14.png]ov



 з формули (а) і виконаємо інтегрування:
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.
Якщо циліндри стискуються силою [image: image16.png]


, що доводиться на одиницю довжини твірної, то
[image: image17.png]+b
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Підставляючи сюди [image: image18.png]ov



 з формули (а) і виконуючи інтегрування, знаходимо
[image: image19.png]Py =2P/(nb)



.
Тоді вираз напруження [image: image20.png]


 в точках на осі [image: image21.png]


 приймає вид
	[image: image22.png]o, =22/l + 62}




	(4.43)


При [image: image23.png]


 це напруження досягає максимального абсолютного значення [image: image24.png]max |6, | = 2.P/{mi )



.
Для визначення ширини смуги контакту необхідно розглянути деформації в області контакту. Приводимо результати рішення для випадку, коли матеріал обох циліндрів однаковий і коефіцієнт Пуассона [image: image25.png]


;
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,
де [image: image27.png]


 й [image: image28.png]


 — радіуси дотичних циліндрів; [image: image29.png]


 — модуль пружності матеріалу  циліндрів.
Матеріал дотичних тіл у центрі площі контакту перебуває в умовах об'ємного напруженого стану і тому може безпечно працювати при больших стискаючих напруженнях. Так, наприклад, сталь залізничної рейки витримує тиск порядку 3500-4000 МПа. При цьому на поверхні контакту розрахункові напруження близькі до границі текучості, а усередині дотичних тіл навіть перевищують його.
Поняття про дію зосередженої сили на пружний півпростір
Пружним півпростором називається частина простору, обмежена площиною. Задача про дію сили [image: image30.png]


, прикладеної по нормалі до цієї площини (рис. 4.16), ставиться до просторової задачі теорії пружності і є більш складною, чим задача про дію сили на границі напівплощини (див. 4.6). Її рішення зручно будувати в циліндричній системі координат. 
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Рис. 4.16. Дія сили на пружний півпростір
У цій системі будь-яка точка простору визначається трьома координатами [image: image32.png]


, [image: image33.png]


, [image: image34.png]


. Задача є осесимметричною, тому всі перерізи, паралельні площини [image: image35.png]


, перебувають в однакових умовах і всі функції не залежать від полярного кута [image: image36.png]


.
Рішення розглянутої задачі належить Ж. Буссінеску. Інтегрування системи диференціальних рівнянь рівноваги й рівнянь нерозривності деформацій Бельтрамі - Мітчелла в циліндричній системі координат дає наступний результат:
	[image: image37.png]



	(а)


де як і раніше [image: image38.png]


 — коефіцієнт Пуассона, a [image: image39.png]R=nri+z?



.
Напружений стан, описуваний формулами (а), зображене на рис. 4.17. З формул треба, що на будь-якій прямій [image: image40.png]


 напруження обернено пропорційні квадрату відстані від початку координат [image: image41.png]iy
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.
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Рис. 4.17. Рішення Ж. Буссінеска
Рішення, як і в плоскої задачі, має особливість на початку  координат, тому для включення в нього сили [image: image43.png]


 зроблена її заміна статично еквівалентним навантаженням, що розподілене по сфері малого радіуса [image: image44.png]


, обкресленої з початку координат. На підставі принципу Сен-Венана така заміна позначиться на розподілі напружень тільки поблизу початку координат.
На горизонтальній площадці в довільній точці [image: image45.png]


 (рис. 4.18) відношення напружень
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і, отже, напрямок повного напруження на цій площадці [image: image47.png]


 проходить через початок координат [image: image48.png]iy

73; m, =7853

(2n+1)7/2 (n>2).



. Величина цього напруження
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Рис. 4.18. Напруження на горизонтальній площадці
Якщо накреслити сферу діаметром [image: image51.png]


, що проходить через точку [image: image52.png]


 і касається границі площини на початку координат (рис. 4.18), то
[image: image53.png]cos @ /R=1/d




і повне напруження
[image: image54.png]p=3Pf{2xd?)



.
Таким чином, у всіх точках розглянутої сфери повне напруження на горизонтальних площадках постійне.
Для визначення переміщень у півпросторі необхідно напруження (а) підставити у формули закону Гука, виражені в циліндричній системі координат, і знайти деформації. Потім треба проінтегрувати геометричні співвідношення Коші в циліндричній системі координат, у результаті чого одержимо наступні складові  переміщень:
	[image: image55.png]



	(б)


де [image: image56.png]


 — радіальна складова переміщення; [image: image57.png]


 — окружна, а  [image: image58.png]


 — переміщення уздовж осі [image: image59.png]


.
З формул (б) треба, що на будь-якій прямій [image: image60.png]


 переміщення обернено пропорційні відстані від початку координат і при [image: image61.png]R—>aw



 прагнуть до нуля.
Найбільший інтерес представляють вертикальні переміщення точок на граничній площині (при [image: image62.png]


)
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.
Ця формула справедлива у всіх точках, за винятком малої області в початку координат.
Рішення, отримане для зосередженої сили, можна поширити на навантаження, розподілене по деякій площі граничної площини.
