Приклад визначення кутів повороту опорних перерізів і прогинів для триступінчастої балки, що лежить на двох опорах
Приклад 8.9. Визначити кути повороту опорних перерізів і прогини для триступінчастої балки, що лежить на двох опорах (мал.8.56,а). Відношення моментів інерція перерізів окремих ступенів балки [image: image1.png]



Рішення
Визначаємо опорні реакції й будуємо епюри згинальних моментів і поперечних сил. Розріжемо балку на три частини в місцях сполучення ступенів. На мал.8.56,б зображені окремі частини балки, що перебувають під дією зовнішніх сил і внутрішніх зусиль Q і М у місцях розрізів.
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Рис.8.56. Наприклад 8.9
Приведемо заданий східчастий брус до еквівалентного брусу постійної жорсткості з моментом інерції [image: image4.png]


 рівним моменту інерції [image: image5.png]


 перерізу його середньої частини. Коефіцієнти приведення наступні:
	[image: image6.png]



	(8.136)


Множимо на всіх ділянках задані навантаження, а також Q і М у перерізах розрізів на відповідні коефіцієнти приведення [image: image7.png]B,



. Всі три частини із прикладеними до них наведеними навантаженнями показані на мал.8.56,в. Тепер складемо їх в один брус постійної жорсткості [image: image8.png]El,=EI,



, приклавши в перерізах сполучень додаткові сили [image: image9.png]ADy, ADy



 й додаткові моменти [image: image10.png]MM, DM



.
Обчислюємо додаткові сили:
[image: image11.png]



Обчислюємо додаткові моменти:
[image: image12.png]8.4
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Еквівалентна балка із прикладеними до неї навантаженнями зображена на мал.8.56,г. Щоб переконатися в правильності підрахунків завантаження еквівалентної балки, перевіряємо, чи дотримані умови її рівноваги:
[image: image13.png]ZMA:3F5+§FZH+FSH+éFlla+3F557%F657?FH+§FH:0.




Перейдемо до визначення переміщень за допомогою методу початкових параметрів. Візьмемо переріз на крайній правій ділянці й запишемо для нього рівняння пружної лінії:
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	(8.137)


Початкові параметри знаходимо з опорних умов: 
при [image: image15.png]



при [image: image16.png]


. 
Використовуємо цю умову для визначення другого початкового параметру [image: image17.png]


:
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	звідки
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	(8.138)


Для визначення кута повороту [image: image20.png]


 правого кінця балки продиференціюємо рівняння пружної лінії (8.137) для крайньої правої ділянки балки ( [image: image21.png]


) і в отримане в такий спосіб рівняння для [image: image22.png]


 підставимо [image: image23.png]


. Одержимо:
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звідки знаходимо, що
	[image: image25.png]Fat
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Стрижні з неперервно-мінливими по довжині розмірами перерізів. Якщо розміри перерізу стрижня безперервним образом змінюються по довжині, то формули, отримані на підставі гіпотези плоских перерізів, стають, загалом кажучи, невірними (як і сама гіпотеза). Однак деякі точні рішення теорії пружності показують, що в тому випадку, коли кут нахилу утворюючої поверхні стрижня до осі невеликий (не перевищує 15—20°), з достатньої для інженерної практики точністю можна приймати розподіл нормальних напруг по висоті перерізу прямолінійним. Тоді, природно, можна користуватися звичайною умовою міцності й диференціальним рівнянням пружної лінії, тобто
	[image: image26.png]e




	(8.140)

	[image: image27.png]



	(8.141)


Дотичні напруження більше чутливі до нахилу утворюючих поверхні стрижня, тому формула Журавського в застосуванні до стрижнів змінного перетину дає значні погрішності.
Розрахунок на міцність і жорсткість стрижнів змінного перерізу ускладнюється тою обставиною, що момент опору й момент інерції перерізу є функціями абсциси х перерізу. На це вказують і позначення у формулах (8.140) і (8.141). Останню формулу можна записати в трохи зміненому виді.
Позначимо через [image: image28.png]


 момент інерції якого-небудь перерізу (звичайно найбільшого або найменшого) і введемо поняття наведеного згинального моменту
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	(8.142)


Тоді, помноживши на [image: image30.png]


 чисельник і знаменник правої частини формули (8.141), одержимо
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	(8.143)


Ця формула по своєму зовнішньому вигляді збігається з формулою (8.135), але величини [image: image32.png]M,, (x)

w



 мають різний сенс.
Частковим випадком балок з неперервно мінливими по довжині розмірами перерізів є балки рівного опору згину, у всіх перерізах яких максимальна напруга дорівнює допустимій, тобто
[image: image33.png]



Звідси одержують рівняння для визначення розмірів балки рівного опору:
	[image: image34.png]



	(8.144)


Задавшись якою-небудь формою перерізу (причому, таким чином, щоб розміри його визначалися тільки одним параметром), з рівняння (8.144) знаходимо закон зміни цього параметра по довжині балки. Тим самим визначаємо розміри всіх перерізів. Для знаходження переміщень можна користуватися диференціальним рівнянням пружної лінії (8.143).
Знайдемо форму консолі рівного опору згину. Переріз прямокутний з постійною шириною [image: image35.png]


 й змінною висотою (мал.8.57).
[image: image36.png]



Рис.8.57. Консоль рівного опору згину
Позначимо висоту балки в довільному перерізі через [image: image37.png]A(x)



. Тоді
[image: image38.png]bi? (x)y
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крім того, очевидно,
[image: image39.png]M ()| = P,




тому, відповідно до рівняння (8.144),
[image: image40.png]bi*(x) _ Fx
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звідки
[image: image41.png]h(x) =




Отже, висота розглянутої балки рівного опору буде змінюватися за параболічним законом (мал.8.57,б). При цьому
[image: image42.png]hy
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e




Помітимо, що в околиці кінцевого перерізу ( [image: image43.png]


) згинальні моменти малі, тому висоту перерізу варто визначати з умови міцності по [image: image44.png]


:
[image: image45.png]



звідки
[image: image46.png]= 37 3
25[7]





Побудована балка параболічного обрису найбільш раціональна з погляду економії матеріалу, однак через складність форми не задовольняє технологічним вимогам. Тому на практиці застосовують не балки рівного опору, а близькі до них східчасті стрижні.
Аналогічно обстоїть справа й у випадках таврового, круглого й іншого видів перерізів. Є один вид балок рівного опору з досить простим обрисом, що одержав широке поширення в листових ресорах, — це  балки прямокутного перерізу постійною висотою [image: image47.png]


 й змінною шириною [image: image48.png]bix)



.
Знайдемо форму балки рівного опору згину для схеми, показаної на мал.8.58,а. Переріз балки прямокутний з постійною висотою [image: image49.png]


 й змінною по довжині шириною [image: image50.png]bix)



.
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[image: image53.png]o=







Рис.8.58. Балка рівного опору із прямокутним перерізом
У силу симетрії для визначення форми балки досить розглянути тільки ліву половину прольоту. Тоді
[image: image54.png]2
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Підставляючи ці вирази у формулу (8.144), одержимо
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звідки
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Ширина перерізу міняється за лінійним законом, і, отже, балка має вигляд, представлений на мал.8.58,б. Максимальна ширина [image: image57.png]


 буде посередині прольоту:
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Визначимо найбільший прогин [image: image59.png]


 цієї балки. Відповідно до виразів (8.142) і (8.143) маємо
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У цьому випадку
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так що
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і, виходить,
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На мал.8.58,б показані епюри М и Q, а також епюра наведених згинальних моментів.
Таким чином, диференціальне рівняння пружної лінії для лівої половини прольоту має вигляд
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Двічі інтегруючи його, одержуємо
[image: image66.png]
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Для знаходження постійних С и D використовуємо симетрію пружної лінії (вона показана штриховою лінією на мал.8.58,а):
[image: image68.png]w0)= 0[] ,




звідси
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тоді 
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виходить,
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і, отже,
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Якби балка мала постійний переріз, то з умови міцності слідує, що вона буде прямокутного обрису в плані (балка з постійною шириною [image: image73.png]


 на мал.8.58,б показана штриховим контуром). Для такої балки максимальний прогин
[image: image74.png]_
48EI,





Таким чином, балка рівного опору має вдвічі меншу вагу, чим балка постійного перерізу, а максимальний прогин її в півтора рази більше, тобто
[image: image75.png]f=15f"




На закінчення відзначимо, що біля опор ширина перерізу b повинна бути визначена з умови міцності по [image: image76.png]


 Але розмір [image: image77.png]


 виходить незначним, і звичайно міцність біля кінців забезпечується конструктивним пристроєм, необхідним для обпирання балки.
Розрахунок звичайної листової ресори (мал.8.59,г), що складаться з пакету листів, приводиться до розрахунку тільки що розглянутої балки. Будемо міркувати в такий спосіб. Розріжемо балку рівного опору (мал.8.59,а) на смуги, як показано на мал.8.59,б, а потім складемо однакові смуги шириною [image: image78.png]


. У результаті одержимо [image: image79.png]


 смуг шириною [image: image80.png]


 зображених на мал.8.59,в. Склавши ці смуги разом, одержимо представлену на мал.8.59,г листову ресору.
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Рис.8.59. До розрахунку листової ресори
Якщо всі листи з'єднати між собою (наприклад, зварити або склепати), то вийде балка постійної ширини t і змінної висоти перерізу. У ресорах же листи не зв'язані один з одним (хомути, наявні в ресорах, служать для того, щоб ресора не розсипалася) і мають можливість вільно прослизати відносно один одного. Крім того, приблизно можна вважати, що при деформації всі смуги одержують однакову кривизну. Тоді сума смуг, що перебувають у ресорі, з погляду напруг і деформацій буде еквівалентна сумі смуг, показаних на мал.8.59,б, тобто балці рівного опору постійної висоти й змінної ширини (мал.8.59,а). Тому для такої ресори умова міцності (враховується, що [image: image82.png]


) буде мати вигляд
	[image: image83.png]



	(8.147)


а найбільший прогин
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де
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Для ресори, показаної на мал.5.60,а, відповідна балка рівного опору має форму трикутника (мал.5.60,б) і, очевидно,
[image: image86.png]
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Тому умова міцності має вигляд
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	(8.149)


а найбільший прогин
	[image: image89.png]FP
1L57"= —.
f=187= ZEI




	(8.150)
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Рис.8.60. Ресора й відповідна балка рівного опору
Ресори виготовляють із високоміцних сталей, так що звичайно величина [image: image91.png]


 досягає [image: image92.png]


 й вище. Що стосується прогину ресор, то на практиці (головним чином через тертя між листами) він виходить трохи менше, ніж у відповідної балки рівного опору, тому у формулах (8.148) і (8.150) замість коефіцієнту 1,5 приймають [image: image93.png]B=12+14.




Приклад 8.10. Ресора (мал.8.58, 8.59) довжиною [image: image94.png]


, що складається із семи смуг перерізом 60 х 8 мм, навантажена силоміць [image: image95.png]A=75H



. Потрібно перевірити міцність ресори ( [image: image96.png][o]=450M1Ta



) і знайти максимальний прогин.
Рішення
У цьому випадку [image: image97.png]h=08cn; £ =6cnm; [ =100 F=7,5xH;





Тоді
[image: image98.png]tnh® 6-7-08°
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За умовою міцності (8.147)
[image: image99.png]



Отже, ресора міцна.
Далі, користуючись формулою (8.148) і заміняючи в ній коефіцієнт 1,5 на [image: image100.png]


, знаходимо
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тобто найбільший прогин лежить у межах [image: image102.png](52 +58)nne



.
На закінчення відзначимо, що наведений вище спосіб розрахунку листових ресор у відомій мірі умовний, тому що:
1)     не враховує тертя між листами ресори;
2)     у дійсності листи ресори стикаються один з одним не всюди, а тільки в окремих точках, внаслідок чого кривизна листів при деформації неоднакова, а значить, і напруги  в них різні.
