Розрахунок нерозрізних балок МГЕ й МКЕ
Розглянемо приклад динамічного розрахунку нерозрізної балки, розрахункова схема якої широко використовується в машинобудуванні й будівництві. До цієї схеми приводяться різні вали, осі, балки, ротори турбін, осі гребних гвинтів, карданні вали й т.п.
Приклад Визначити частоти власних коливань і напружено-деформований стан нерозрізної балки при заданому динамічному навантаженні (рис. 3.10).
1. Нумеруємо вузли й позначаємо стрілками початок і кінець всіх елементів.
2. Формуємо матриці [image: image1.png]
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. Використовуємо рівняння (3.10).
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Елементи матриці [image: image36.png]


 обчислюємо по виразу (3.11) при частоті змушених коливань [image: image37.png]6=030TT9JEIIm 1ic
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Коефіцієнти фундаментальних функцій при [image: image38.png]
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Топологічна матриця [image: image40.png]
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Рівняння МГЕ даної балки запишеться в такий спосіб:
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Для пошуку частот власних коливань балки користуємося програмною мовою Pascal у Додатку А.
3. Переставляючи рядки матриці [image: image86.png]- Ay



 в новому порядку, як показано цифрами праворуч, досліджуємо поводження її визначника. Частоти власних коливань балки наступні:
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По МКЕ з вікового частотного рівняння визначені дві частоти:
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Близькими виявилися тільки перші частоти. Відомо, що по МКЕ можна визначити тільки наближений спектр частот, тому що в цьому методі пружна система з нескінченним числом ступенів свободи заміняється системою з кінцевим числом ступенів свободи. У цьому й іншому прикладах показано, що МКЕ задовільно точно визначає тільки першу частоту, і підвищення точності розрахунку досягається дробленням сітки кінцевих елементів з відповідним підвищенням порядку системи розв'язних рівнянь. Дійсні частоти менші частот, визначених по МГЕ, але точність спектра досить висока. Нижче, у главі «Стійкість» буде показано, що, наприклад, перша частота по МГЕ для систем з нерухомими вузлами має погрішність не більше 2,0 %.
4. Виконуємо розрахунок нерозрізної балки на змушене динамічне навантаження із частотою
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Через погрішності у визначенні спектра частот вийшов практично резонансний режим, коли амплітуди необмежено ростуть. У цьому випадку об'єктивно може наступити нестійкість розв’язку системи рівнянь [image: image95.png]


, тому що визначник [image: image96.png]A0



 і параметри напружено-деформованого стану виходять недостовірними. Результати розрахунку параметрів у резонансному режимі й для інших значень частоти змушених коливань представлені в табл. 3.3. Використовувалася програма мовою Pascal приклада 2.7, матриці [image: image97.png]- Ay
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 вводилися за допомогою операторів присвоювання.
Таблиця 3.3
	Параметри балки
	Динамічний розрахунок
	Статичний розрахунок

	
	Резонансний режим
	Нерезонансний режим
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Дані табл. 3.3 підтверджують вірогідність результатів МГЕ по нерезонансних режимах. Чим далі відстоїть частота змушених коливань [image: image114.png]


 від першої частоти власних коливань [image: image115.png]


, тим ближче значення динамічних параметрів балки до параметрів статичного розрахунку.
Далі, по рівнянню (3.10) і початковим параметрам табл. 3.3, для  [image: image116.png]6=02a"



 обчислюємо параметри стану балки у внутрішніх точках. Результати обчислень зведені в табл. 3.4, за даними якої побудовані епюри v(x), (x), M(x) і Q(x) (рис. 3.10).
Таблиця 3.4
	Глобальна координата

х, м
	Локальна координата х, м
	Статичні й кінематичні параметри
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Рис. 3.10
Представимо розрахунок цієї ж балки по МКЕ.
Приклад 3.7. Розрахунок динамічних параметрів виконуємо по алгоритму п.1.6.
1. Аналіз розрахункової схеми й розбивка системи на кінцеві елементи (рис. 3.11).
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Рис. 3.11
Ступінь кінематичної невизначеності
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2. Вибір основної системи (рис. 3.11. в)
3. Розбиваємо систему на кінцеві елементи (рис. 3.11, с).
4. Визначення реакцій окремих стержнів від вневузлових впливів (рис. 3.12).
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Рис. 3.12
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5. Побудова вихідних матриць.
5.1 Матриці жорсткості окремих елементів, побудовані по матрицях жорсткості окремих стержнів залежно від типу обпирання стержнів.
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5.2 Картини деформацій і матриці перетворення переміщень до глобальної системи координат (рис. 3.13).
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Рис. 3.13
5.3 Матриці еквівалентних мас
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6. Послідовність матричних операцій
6.1 Матриці жорсткості окремих елементів у глобальній системі координат
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6.2 Матриця жорсткості всієї системи
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Перевірка
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Рис.3.14
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6.3 Матриці еквівалентних мас у глобальній системі координат
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6.4 Матриця еквівалентних мас всієї системи
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Перевірка
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Рис. 3.15
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6.5 Складання характеристичного рівняння.
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6.5.1 Звернення матриці жорсткості.
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Перевірка звернення.
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6.5.2 Характеристичне рівняння.
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6.5.3 Корені характеристичного рівняння.
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6.5.4 Частоти власних коливань:
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6.6 Власний вектор для [image: image186.png]
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6.6.1 Послідовність одержання матриць.
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6.6.2 Власний вектор. 
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6.6.3 Нормування вектора й форми коливань.
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Рис. 3.16
6.7 Динамічні матриці жорсткості окремих елементів у локальних системах координат.
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6.8 Динамічна матриця жорсткості всієї системи.
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Перевірка.
[image: image203.png]23333333

035

—0,094734884

0,44750915

—0,04330736

1,8858241

0,5433073

—0,04330736

0,83727518

= EI|

0,5433073

11627249





6.9 Рівняння для визначення переміщень.
[image: image204.png]



6.9.1 Звернення динамічної матриці жорсткості всієї системи.
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Перевірка.
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6.9.2 Аргумент частотних коефіцієнтів.
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6.9.3 Реакції окремих стержнів при поправочних коефіцієнтах.
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Поправочні функції.
[image: image215.png]A, =651



  [image: image216.png]Ay, =132



  [image: image217.png]A, =2,02;



  [image: image218.png]4,

=1,06;




[image: image219.png]B, =688



  [image: image220.png]=177;
e



  [image: image221.png]=2,67;
i



  [image: image222.png]



[image: image223.png]G, =748,



  [image: image224.png]=141



  [image: image225.png]uy

=263;



  [image: image226.png]



[image: image227.png]D, =704;



  [image: image228.png]


  [image: image229.png]D,, =137,

ity



  [image: image230.png]



[image: image231.png]Ag, =7,48" —6,88-7,04 =7,5152;




[image: image232.png]c, (4, -1)- D, =7,48-5,51 - 49,5616 = -8,3468;
p "




[image: image233.png]()= fu}; -(~83468) =1,2032979

i Agy




;
[image: image234.png]Cy - D, — 4, ~1)=7,48-7,04 - 6,88-5,51=14,7504;

w "y




[image: image235.png]¥y, )= 2 j47s0a= 2147508 1005041,
)

Aq " 3320875152




[image: image236.png]- D[]‘i]— Y -c[“l] ~2,63-0,238 -1,87-0,63 = —0,55216;
R Y eI )




[image: image237.png]K, = C7(u2) - B)- Dlug) = 2,63 - 2,67-187 =1924;




[image: image238.png]8 8-055216
)= (055216 = 2020
wirliz) 0Ay, 05 2218721924

=1,0347783;




[image: image239.png]Clw) -c[“fzjf B)- 0[“72] —2,63-0,63- 2,670,238 = 1,02144;




[image: image240.png]2 2-1,02144
Wiplt )= o 102144 = =2

F2

=10617879;




[image: image241.png]- Blus)- D[];i]+ Dfuz)- B[]%z] =-6,88-0,77 +7,04-1,77 =7 1632,




[image: image242.png]A%, = Afus)- Dleis) - Bez)- Clus) = 6,51-7,04 - 6,88-7,48 = -5,632;




[image: image243.png]16 _ 16-7]1632

- TI632 = r _—3.0382121;
3 A%, 3.3,32808 -5,632

wirlits)=




[image: image244.png]- Cus)- B[]‘?] + Aluz) - D[];i] =-7,48-177 + 6,51-0,77 = —8,2269;




[image: image245.png]16 8,2269
i =2]1247159;
s lis)= 1 o 24T




[image: image246.png]u; u;
- Bus)- c[f] + Auz)- 0[73] =-6,88-141 +6,51-0,77 = —4,6881;




[image: image247.png]16 —4,6881
wiplus)= — 1 = 2,6636931;
rlis)= 5 o 61,




[image: image248.png]My =364, (1) =36 -1,2032979 = 43,318724 = Mp;




[image: image249.png]20,695566 = 1 5,3




[image: image250.png]



[image: image251.png]O () =367, () =36 11795041 = 42,462147 = O, (1);




[image: image252.png]O 40 (9) = 2057 (5) = 20-1,0617879 = 21,235758 = Op, (u,);




[image: image253.png]O43(us) = 55,5 (us) = §5-2,1247159 =116 8593





[image: image254.png]Opalus) = 2555 (us) = 25 - 2,6636931 = 66,592325.




Матриці реакцій від вневузлових впливів (рис. 3.17).
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Рис. 3.17
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6.9.4 Вектори реакцій зв'язків від амплітудного вузлового динамічного навантаження (рис. 3.18).
	[image: image259.jpg]| Rii=20.695566
(s

Rl=43,318724
| Ra=183,43909

Rﬁ?&ﬁ)

Ri=20,695566




	[image: image260.png]nM =0
Ryy = —20,695566 + 43,318724 = 22,623158;




 
[image: image261.png]YM=0=>
R,y = —183,43909 + 20695566 = —162,74352.





 
[image: image262.png]el

22623158

—162,74352







Рис. 3.18
6.9.5 Розв’язання системи рівнянь.
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6.10 Переміщення кінцевих перерізів окремих елементів
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6.11 Реакції (поперечні сили й згинальні моменти) у розрахункових перерізах.
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7. Розрахункові епюри згинальних моментів.
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Рис. 3.19
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Рис. 3.20
Порівняння епюр [image: image272.png]
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 і чисельних результатів по МГЕ (рис. 3.10) і МКЕ (рис. 3.20) показує, що при однаковій сітці дискретизації балки точність і вірогідність динамічного розрахунку в МГЕ значно вища.
