Стійкість систем від консервативних сил, що стежать. Стійкість систем від неконсервативних сил
Розглянемо особливості алгоритму розв’язання задач стійкості пружних систем при дії консервативних стежачи сил. До таких задач може бути застосований статичний метод, що спрощує методику їхнього розв’язання.
Приклад 4.7. Нехай у рамі (рис. 4.11) стержень 0-1 випробовує вплив стежачої сили, з лінією дії, що проходить через фіксовану точку, стержень 2-3 навантажений «мертвою» силою, а стрижень 1-2 буде випробовувати вигин після втрати стійкості.
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	Рис. 4.11


При біфуркації стержневої системи виникає горизонтальна проекція стежачої сили і рівняння рівноваги вузла 1 буде включати цю  проекцію [image: image2.png]o"y= "
[OERaZ Y.



, де знак мінус, коли проекція зменшує стійкість системи (спрямована убік зсуву рами), і знак плюс, коли вона спрямована в протилежну сторону.
Формуємо матриці [image: image3.png]
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Для стержнів 0-1 і 2-3 використані блоки поздовжньо-поперечного вигину (4.4), для стержня 1-2 - вигини й розтягання. Матриця [image: image39.png]AZZ



 рами матиме вигляд, наведений далі.
Врахування стежачої сили здійснюється компенсуючим елементом [image: image40.png]A(4,10)




. При обчисленні визначника [image: image41.png]


 прийнято [image: image42.png]EAJET=12
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. Фіксуючи зміну його знака, одержимо значення критичних сил. Перші 4 значення їх наступні:
а) стежача сила зменшує стійкість системи
[image: image44.png]425 ETJ1%, F, =24 825 FI/i;

F
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в) стежача сила збільшує стійкість системи
[image: image45.png]F =256 FEIfI*;, F,=306FI/I*; F,=646FI/I*; F,=702FI/%;




с) кососиметрична втрата стійкості (дві сили F «мертві»)
[image: image46.png]F =505 EI/1;





Із цих результатів випливає, що стискаюча сила з лінією дії, що проходить через фіксовану точку, досить небезпечна. Вона може істотно зменшити першу критичну силу конструкції. Даний висновок відноситься й до різних вантажопідйомних машин і пристроїв, де використовується схема сили по рис. 4.7,с. Додамо, що, на відміну від всіх розглянутих вище задач стійкості, врахування стежачої сили F приводить до формування [image: image47.png]AZZ



 матриці зі змінною топологією (елемент А).
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Стійкість систем від неконсервативних сил
Розглянемо динамічні моделі стійкості пружних систем. Розв’язок задачі Коші поперечних коливань прямолінійного стержня з урахуванням повздовжньої сили [image: image49.png]


 представлено рівнянням (4.12).
Класичним прикладом є консольний стержень із рівномірно розподіленою масою т і стежачою силою на кінці (рис. 4.7, а) – задача М.Бека 236. Частотне рівняння МГЕ цієї задачі матиме вигляд
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	(4.44)


Рівняння (4.44) після невеликих перетворень збігається із частотним рівнянням М.Бека 236, с.122. Це свідчить про те, що М.Бек при розв’язанні своєї задачі мимоволі використовував загальний алгоритм МГЕ для окремого стержня. Очевидно, що корені рівняння (4.44) і частотного рівняння М.Бека однакові й 2-і сусідні частоти зіллються в одній і тій же точці. М.Бек визначив тільки першу критичну силу [image: image52.png]


, що пізніше підтверджена експериментально 193. Якщо розглянути за допомогою рівняння (4.44) зміну більшого числа частот власних коливань консольного стержня, то виходить досить цікава картина.
Графіки [image: image53.png]


 для перших 6 частот показані на рис. 4.12.
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	Рис. 4.12


Перша форма рівноваги (прямолінійна) стійка до [image: image55.png]


. При [image: image56.png]


 прямолінійна форма втрачає стійкість і малі збурювання приводять до флатера. Якщо не вживати ніяких заходів, то стрежень швидко зруйнується. При подальшому збільшенні стискаючої сили перша форма рівноваги переходить у другу форму (криволінійну), що стійка до [image: image57.png]R =127811EF1/1%



. Потім рівновага стержня переходить у третю форму, стійку до [image: image58.png]F =31791E1/i%



 й т.д., як це має місце при біфуркації з «мертвими» силами. Таке поводження консольного стержня дозволяє рекомендувати метод боротьби із флатером. Флатер припиниться, якщо перевести стержень у другу (криволінійну) форму рівноваги.
Графіки зміни частот [image: image59.png]


 від стискаючих сил F дозволяють наочно простежити поводження конструкції. Якщо частоти прагнуть злитися в одній точці, то система втрачає стійкість у формі флатера або дивергенції, а сама задача стійкості буде відноситися до неконсервативних задач. Якщо частоти монотонно прагнуть до нуля, то система буде втрачати стійкість по Ейлеру (з'являться вигинаючі форми), а значення F, при яких [image: image60.png]


, будуть критичними.
Представимо розв’язання більш складних неконсервативних задач стійкості різних пружних систем.
Приклад Визначити критичні сили консольного стержня з кусочно-постійною жорсткістю, навантаженого стежачою силою (рис. 4.13).
Дана схема може служити моделлю бурової вишки, коли відбулася аварія, і потік рідини або газу вирвався з-під контролю.
Матриці [image: image61.png]
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 показані нижче. За допомогою комп'ютера встановлено, що поводження частот стержня аналогічно поводженню частот по рис. 4.12. При цьому [image: image64.png]F =455E1/1°



 при [image: image65.png]=175 .[EIfm




; [image: image66.png]F, =2295 FI/i?



 при [image: image67.png]@ =y =4,5.[E]m



. При «мертвій» силі [image: image68.png]


; [image: image69.png]F,=4,545 EI/1?



, тобто неконсервативні критичні сили приблизно в 6 разів більші за ейлерові критичні сили.
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	Рис. 4.13
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Приклад Визначити неконсервативні критичні сили нерозрізного стержня (рис. 4.14) при дії стежачої сили F.
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	Рис. 4.14


Топологічну матрицю [image: image99.png]


 формуємо по матрицях [image: image100.png]


, [image: image101.png]


, а динамічна матриця стійкості має 8-ой порядок. Врахування стежачої сили як і в консольного стержня, виконується за допомогою граничних [image: image102.png]o=
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 умов.
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Зміни перших 7-и частот нерозрізного стержня показані на рис. 4.15. Видно, що поводження частот уже найпростішої системи якісно відмінне від поводження частот консольного стержня. Перша частота [image: image123.png]465 ,[EIjm




 прагне до нуля при [image: image124.png]Fayy = 20,1905 £1/12



, де [image: image125.png]


 — ейлерова критична сила ділянки стержня 0-1. Це означає, що нерозрізний стержень при рості стежачої сили спочатку втрачає стійкість із появою згинальних форм. До комплексного значення власної частоти прагнуть [image: image126.png]®, =15,415 .[E/m



 і [image: image127.png]@, =22,205 ,[EIjm



 (в окремих комплексних частот дійсні частини однакові). Перша критична неконсервативна сила [image: image128.png]F =24355TEI/I?



 приводить систему до флатера. Четверта [image: image129.png]2995 (EIfm




 й п'ята [image: image130.png]@5 =61,65.[Elfm



 частоти прагнуть до нуля (ейлеровий тип втрати стійкості), а до другої комплексної частоти прагнуть [image: image131.png]@, =104,25 .[EIfm



 і [image: image132.png]®, =121,95 [Eljm



. Тут [image: image133.png]=133354E1/1°
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	Рис. 4.15


Дане дослідження поводження системи показує, що дія неконсервативних стежачих сил приводить до взаємного накладення спектрів ейлерових і неконсервативних критичних сил, тобто поводження пружної системи істотно складніше випадків, коли діють консервативні сили. Більше того, дія неконсервативних сил може приводити до втрати стійкості при значно менших критичних силах, рівних або менших ейлеровим критичним силам.
Відзначимо ще одну особливість поводження нерозрізного стержня. У даній розрахунковій схемі стержень 1 – 2 є моделлю консольного стержня з нежорстким закладенням [image: image135.png](s #o0)



. У такого стрижня флатер наступає при більшій критичній силі, ніж у консольного стержня із жорстким закладенням [image: image136.png]=24 3587 ET /12 u F, = 20,05 EI/ﬂ)



. В умовах неврахування зрушення й інерції обертання ці сили трохи менші дійсних критичних сил). При «мертвій» силі картина протилежна [image: image137.png]=158 ET/I% u F =2,467E1/1%)



.
Приклад 4.10. Дослідити поводження частот власних коливань вільної рами (рис. 4.16), навантаженої стежачою силою у вузлі 1.
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	Рис. 4.16


 
1. Розбиваємо раму на 4 стержні, нумеруємо вузли і вказуємо стрілками початок і кінець кожного стержня.
2. Формуємо динамічну матрицю стійкості [image: image139.png]


 рами. Матриці [image: image140.png]


, [image: image141.png]


 з рівняннями рівноваги й спільності переміщень вузлів 1, 2 представлені нижче. Використовуємо блоки рівнянь (4.12), (3.10) з додаванням нормальних сил. У даній рамі є лінійно рухомі стержні 0-1 і 1-2. При коливаннях рами маси цих стержнів викликають сили інерції. Врахування таких сил інерції виконуємо по формулі (3.21). До початку стержня 1-3 прикладаємо зосереджену масу [image: image142.png]15mi



, а до кінця стержня 4-2 - [image: image143.png]0,5mi



. Тоді по формулі (3.21) при [image: image144.png]v (x) = sin{7/2! )



 будемо мати [image: image145.png]


 й [image: image146.png]42

=2m



. Рівняння, що враховують ефект спостереження стискаючої сили, представлені в 3 і 5 рядках матриці [image: image147.png]


 (у вузлі 1 буде відсутній горизонтальна проекція стежачої сили F). Ці рівняння породжують елементи [image: image148.png]A(318)=-1



, що компенсують [image: image149.png]


; [image: image150.png]A(519)=1



; [image: image151.png]A(5,5)=-1



; , якими й забезпечується врахування стежачої сили. Координати таких елементів не є строго певними. При іншому орієнтованому графі розрахункової схеми й іншому порядку початкових блоків матриці [image: image152.png]


 положення компенсуючи елементів у [image: image153.png]


 матриці зміниться.
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В цілому всі компенсуючі елементи забезпечують зв'язок кінематичних і статичних граничних параметрів стержнів рами при дії стежачої сили. У розрахунках зміни частот прийнято [image: image203.png]


, так що аргументи фундаментальних функцій запишуться так
стержень 1-3
[image: image204.png]u:\/fF/2+1 Flatae ,B:\/F/ZJM 74+ 40f



;
стежні 0-1, 2-1, 4-2
[image: image205.png]A0 42
Aoy, A=




Поводження частот рами зображене на рис. 4.17. Критична сила [image: image206.png]121,78 E1/1?



 в 8 разів більша критичної сили при «мертвій» силі [image: image207.png]Foy =15)EIfI?; cunad; F [,




.
	[image: image208.jpg]121,78
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	Рис. 4.17


 
У даній рамі стержень 1-3 відрізняється від консольного стержня приєднаними масами й пружними зв'язками інших стержнів. Тому відношення [image: image209.png]FifFy



 в рами й консольного стержня повинне бути однаковим. Для консольного стержня з розподіленою масою [image: image210.png]F [ Fyy = 20,05/2,467 = 8,127



, що практично збігається з аналогічним відношенням для рами. Це свідчить як про вірогідність результатів МГЕ, так і про точність визначення еквівалентних мас по формулі (3.21).
З рис. 4.17 видно, що при [image: image211.png]Fe[71312;81982] F1/1?



 виникає схована втрата стійкості. Досить тільки системі при даній силі якимось чином проскочити 3-ю форму коливань, як вона зірветься у флатера (у цьому інтервалі є точки злиття [image: image212.png]


 й [image: image213.png]


), тобто в пружній системі існують умови раптового виникнення флатера.
На закінчення даного параграфа представимо розв’язання неконсервативних задач М.Бека й В.І.Реута для консольного стержня на пружній основі. Застосовуючи граничні умови (4.18), (4.19) до рівняння (4.24), одержимо частотні рівняння задачі М.Бека
[image: image214.png]Aoy — A + (2 ED\- A + A )
Ay Ay~ Ay =





Пошук критичних сил приводить до наступних результатів:
граничні умови (4.18)
[image: image215.png]Fy=2016EI/1?



 при [image: image216.png]w="17.83.[E/m,




граничні умови (4.19)
[image: image217.png]7, =2025E1/1°



 при [image: image218.png]w="17385.[Em.




Граничні умови задачі В.І.Реута для стержня на пружній основі
[image: image219.png]M()=Fy(); Q.()=(F,+2)e(l).




приводять до наступного рівняння для критичних сил
[image: image220.png]Ay~ o+ (7, + 2000 A+ A BT (F, + 2)(- Asdas + Al )/ BT+
(42 - 4,4, ) (7, + 26 )/ I =0.




При одиничних вихідних даних ( [image: image221.png]EI=FE




[image: image222.png]0,3;



  [image: image223.png]


) коефіцієнти [image: image224.png]


 приймуть значення [image: image225.png]SF, —0,0566;




  [image: image226.png]1193 - 267




  [image: image227.png]0,0566



.
Критична сила задачі В.І.Реута
[image: image228.png]F,=202521/1° npu ="785./EIjm



.
У цих результатах незначний вплив пружної основи пояснюється малим значенням коефіцієнта t при одиничних вихідних даних.
