Теорема про взаємність робіт. Теорема про взаємність переміщень
Теорема про взаємність робіт
Розглянемо два стани пружної системи, що знаходиться в рівновазі. У кожному з цих станів на систему діє деяке статичне навантаження (мал.5.4,а). Позначимо переміщення по напрямках сил [image: image1.png]Fj2



 і [image: image2.png]


  через [image: image3.png]


, де індекс [image: image4.png]


 показує напрямок переміщення, а індекс [image: image5.png]


 — його причину, що викликала.
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Рис.5.4. Сили і викликані ними переміщення
 
Позначимо роботу навантаження першого стану (сила [image: image7.png]Fj2



) на переміщеннях першого стану через [image: image8.png]All



, а роботу сили [image: image9.png]


 на викликаних нею переміщеннях через [image: image10.png]AZZ



: 
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Використовуючи (5.9), роботи [image: image12.png]All



 і [image: image13.png]AZZ



 можна виразити через внутрішні силові фактори: 
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	(5.10)


Розглянемо випадок статичного навантаження тієї ж системи (мал.5.4,а) у такій послідовності. Спочатку до системи прикладається статично зростаюча сила [image: image15.png]Fj2



 (мал.5.4,б); коли процес її статичного наростання закінчений, деформація системи і діючі в ній внутрішні зусилля стають такими ж, як і в першому стані (мал.5.4,а). Робота сили [image: image16.png]Fj2



 складе
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Потім на систему починає діяти статично наростаюча сила [image: image18.png]


 (мал.5.4,б). У результаті цього система одержує додаткові деформації й у ній виникають додаткові внутрішні зусилля, такі ж, як і в другому стані (мал.5.4,а). В процесі наростання сили [image: image19.png]


 від нуля до її кінцевого значення сила [image: image20.png]Fj2



, залишаючись незмінною, переміщається вниз на величину додаткового прогину [image: image21.png]Alz



 і, отже, виконує додаткову роботу:  
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Сила [image: image23.png]


 при цьому виконує роботу
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Повна робота [image: image25.png]


 при послідовному навантаженні системи силами [image: image26.png]Fj2



, [image: image27.png]


 дорівнює
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	(5.11)


З іншого боку, відповідно до (5.4) повну роботу можна визначити у вигляді
	[image: image29.png]


.
	(5.12)


Прирівнявши один одному вирази (5.11) і (5.12), одержимо
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	(5.13)


або
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	(5.14)


Рівність (5.14) зветься теореми про взаємність робіт, або теореми Бетті: робота сил першого стану на переміщеннях по їхніх напрямках, викликаних силами другого стану, дорівнює роботі сил другого стану на переміщеннях по їхніх напрямках, викликаних силами першого стану.
Опускаючи проміжні викладення, виразимо роботу [image: image32.png]Alz



 через згинальні моменти, повздовжні і поперечні сили, що виникають у першому і другому станах:
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	(5.15)


Кожне підінтегральне вираження в правій частині цієї рівності можна розглядати як добуток внутрішнього зусилля, що виникає в перетині стрижня від сил першого стану, на деформацію елемента [image: image34.png]


, викликану силами другого стану.
 
Теорема про взаємність переміщень
  Нехай у першому стані до системи прикладена сила [image: image35.png]


, у другому — [image: image36.png]


 (мал.5.5). Позначимо переміщення, викликані одиничними силами (або одиничними моментами [image: image37.png]


) символом [image: image38.png]


. Тоді переміщення розглянутої системи по напрямку одиничної сили [image: image39.png]


 в першому стані (тобто викликане силоміць [image: image40.png]


) — [image: image41.png]521



, а переміщення по напрямку сили [image: image42.png]


 в другому стані — [image: image43.png]&y



.
На підставі теореми про взаємність робіт [image: image44.png]


, але [image: image45.png]


, тому [image: image46.png]&,




, або в загальному випадку дії будь-яких одиничних сил: 
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	(5.16)
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Рис.5.5. До теореми про взаємність переміщень
 
Отримана рівність (5.16) зветься теореми про взаємність переміщень (або теореми Максвелла): для двох одиничних станів пружної системи переміщення по напрямку першої одиничної сили, викликана другою одиничною силою, дорівнює переміщенню по напрямку другої сили, викликаному першою силою.
