Фізичні рівняння кругової циліндричної оболонки

Установимо залежності між зусиллями і деформаціями в круговій циліндричній оболонці. Для цього скористаємося формулами закону Гука (1.2). Щоб перейти до системи координат x, [image: image1.png]


, z, зв'язаної із серединною поверхнею оболонки, у цих формулах дістатньо точно замінити індекс y на [image: image2.png]


. У результаті з урахуванням залежності (1.1) одержуємо
	[image: image3.png]o, -v{(0,+6,)|/E; 7,,=2(1+V)r,,/E,
o,-v(o,+0,)/E; 7,,=2(1+v)r,, [E;
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	(а)


На підставі другої із прийнятих гіпотез нормальне напруження [image: image4.png]


. У зв'язку із цим два перших рівняння (а) спрощуються:
[image: image5.png]&, =(o,-vao, )JE; 8,=(c,-vo,)/E.




Звідси знаходимо залежності між нормальними напруженнями і лінійними деформаціями в циліндричній оболонці:
	[image: image6.png]o,=E(5+vs)1-v);
0, = E(g,+vs,)/1-17).




	(б)


Дотичне напруження [image: image7.png]6



, відповідно до четвертого рівняння (а),
	[image: image8.png]



	(а)


а дотичні напруження [image: image9.png]


 і [image: image10.png]


, відповідно до умов (7.7), дорівнюють нулю.
Підставляючи у формули (б) і (в) вираз деформацій (7.9), одержуємо
	[image: image11.png]]
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Внесемо значення напружень (г) у вираз зусиль (7.4):
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Після інтегрування одержуємо
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	(7.11)


Тут введене позначення циліндричної жорсткості оболонки, аналогічне циліндричної жорсткості пластинки:
	[image: image14.png]D= mr*|12{1-42).




	(7.12)


Рівняння (7.11) являють собою спрощені фізичні рівняння теорії тонких оболонок. Вони виражають залежність між зусиллями й деформаціями в тонкій круговій циліндричній оболонці.
Таким чином, для рішення задачі про напружено-деформований стан тонкої кругової циліндричної оболонки маємо 15 рівнянь: три рівняння рівноваги (7.5), шість рівнянь деформацій (7.10) і шість фізичних рівнянь (7.11). Ці рівняння містять у собі 15 невідомих: шість зусиль — [image: image15.png]


, [image: image16.png]


, S, [image: image17.png]


, [image: image18.png]


, H; шість складової деформації — [image: image19.png]


, [image: image20.png]


, [image: image21.png]0
¥Yxo



, [image: image22.png]


, [image: image23.png]


, [image: image24.png]6



 і три складові переміщення — [image: image25.png]


, [image: image26.png]


, [image: image27.png]


.
Осесиметричне навантаження замкнутої кругової циліндричної оболонки
Рішення системи 15 рівнянь (7.5), (7.10) і (7.11) з 15 невідомими в загальному випадку навантаження оболонки представляє більші математичні труднощі. Розглянемо один із простих, але практично цікавих випадків - замкнуту кругову циліндричну оболонку, навантажену симетрично щодо її осі (рис. 7.14). 
[image: image28.jpg]



Рис. 7.14. Замкнута кругова циліндрична оболонка
Осьова симетрія дозволяє значно спростити основні рівняння. Зусилля, деформації і переміщення завдяки симетрії не залежать від полярного кута [image: image29.png]


, тому всі похідні по [image: image30.png]


 в зазначених рівняннях звертаються в нуль.  Зсувні зусилля, S і крутний момент H також звертаються в нуль. Зі складових поверхневих навантажень відмінна від нуля тільки одна — [image: image31.png]


. З урахуванням відзначених спрощень диференціальні рівняння рівноваги (7.5) приймають вид
	[image: image32.png]



	(а)


Перше з рівнянь (а) вказує, що нормальна сила [image: image33.png]


 не залежить від координати x і, отже, постійна. Вона не входить в інші рівняння, тому її можна визначати незалежно від інших зусиль; будемо вважати [image: image34.png]


.
Залишається розглянути останнє рівняння (а). У нього входять два невідомих зусилля: [image: image35.png]


 і [image: image36.png]


.
Внесемо у вираз зусиль (7.11) деформації з формул (7.10) і врахуємо осьову симетрію:
[image: image37.png]



З першого рівняння виходить, що
[image: image38.png]



Вносячи це співвідношення в друге рівняння, одержимо зусилля, що нас цікавлять, зусилля в такому виді:
	[image: image39.png]



	(7.13)


Формули (7.13) можуть бути отримані з формул (7.11), якщо в них прийняти [image: image40.png]


. Тому при розгляді наближених рішень у теорії оболонок користуються спрощеною системою фізичних рівнянь (7.11), вважаємо, що в них [image: image41.png]


.
Підставляючи формули (7.13) в останнє рівняння (а), знаходимо
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Отримане рівняння являє собою диференціальне рівняння зігнутої серединної поверхні замкнутої кругової циліндричної оболонки, навантаженої симетрично щодо осі. Для інтегрування рівняння зручно ввести безрозмірну координату [image: image43.png]S=ax



. Параметр
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	(7.15)


має розмірність [image: image45.png]


, де L — розмірність довжини.
У безрозмірних координатах рівняння (7.14) приймає вид
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	(7.16)


Це диференціальне рівняння збігається з диференціальним рівнянням вигину балки, що лежить на пружному (вінклерівській) основі. Його рішення можна представити у формі
	[image: image47.png]W= O +CF, + Gl + Oy, + v,




	(7.17)


де [image: image48.png]


, [image: image49.png]


, [image: image50.png]


, і [image: image51.png]


 — довільні постійні; [image: image52.png]


, [image: image53.png]


, [image: image54.png]


 і [image: image55.png]


 — фундаментальні функції акад. А. Н. Крилова, що мають наступний гиперболо-тригонометричний вид:
	[image: image56.png]Y, = ch&coss;
¥, = (ch¢ sin &+ sh £cos)/2;
¥ =shésingf2;
¥, = (chésin - shcosé)/4.




	(б)


Ці функції табульовані (див.: Крилов А. Н. Про розрахунок балок, що лежать на пружній основі. АН СРСР, 1931; Філоненко-Бородич М. М. Курс опору матеріалів, т. II, М., 1956).
Частне рішення рівняння (7.16) може бути виражене за допомогою фундаментальних функцій А. Н. Крилова інтегралом
	[image: image57.png]



	(7.18)


Знайшовши функцію прогинів (7.17), можна визначити кути повороту [image: image58.png]


, згинальний момент [image: image59.png]


, поперечну силу [image: image60.png]a,



 й нормальну силу [image: image61.png]


:
	[image: image62.png]dw

”’:d =a(- 40T+ G+ O L + Oyt + W)
M, =- DL; =&’ D(- 40,7, - 4C,Y, + CE + Cpy + 77);
d*w
0, =-DEY - &P D(-4CY, - 4, + CY, 4 O + W7,

N, = EhwfR= ER(C{F + Cy¥y + Caly + Cyy + W)/R.




	(7.19)


