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Вступ

Нехай дано множину Е дійсних чисел. Якщо кожному числу 
[image: image1.wmf]E
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Î

 за певним законом поставлено у відповідність одне дійсне число y, то кажуть, що на множині Е задана (визначена) функція, і записують 
[image: image2.wmf](
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. При цьому x називають незалежною змінною, або аргументом, а y – залежною змінною, або функцією.

В цій роботі передбачається розглянути: О-символіку Ландау для функцій однієї змінної, заданої в проколотому околі довести ряд тверджень про арифметичні дії над О-символами та еквівалентними функціями; деякі важливі границі; способи порівняння функцій та ін.

Розглянути метод виділення головної частини функції в застосуванні до обчислення до границь. Теоретичні дослідження проілюструвати розв’язанням вправ

1. ПОРІВНЯННЯ ФУНКЦІЙ. ОБЧИСЛЕННЯ ГРАНИЦЬ
ДЕЯКІ ЧУДОВІ ГРАНИЦІ

В цьому пункті обчислюються границі, які неодноразово зустрічатимуться надалі.

Лема 1.
[image: image3.png]sin x
—==1.

x=0



    (1.1)

Доведення. Розглянемо круг радіусом R з центром в точці О. Нехай радіус 0В утворює кут [image: image4.png]%, '0<x<—g



, з радіусом ОА. З’єднаємо точки А і В відрізком і проведемо з точки А перпендикуляр до радіуса ОА до перетину в точці С з продовженням радіуса 0В (мал. 28). Тоді площа трикутника АОВ рівна [image: image5.png]1 paa:
7R sinx



, площа сектора AОB рівна [image: image6.png]1 p2
—2—va.



 а площа трикутника АОС рівна [image: image7.png]1
-5 Rtgx.



 Трикутник АОВ є частиною сектора АОВ, який у свою чергу є частиною трикутника АОС; тому
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 звідки 
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отже,
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або, замінюючи величини їм оберними

[image: image11.png]sin ¢
cosx< Ty,



      (1.2)

Зауважимо, що через парність функцій 
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 і 
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 нерівність (1.2) справедлива і при 
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. Оскільки функція 
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 неперервна і 
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 , то з (1.2) при  
[image: image17.wmf]0

®

x

 слідує рівність (1.1). 

Наслідок 1.
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    (1.3) 

Дійсно,
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Наслідок 2.
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     (1.4)
Функція 
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 строго монотонна і неперервна на відрізку [image: image23.png]|— /2, m/2]



, тому обернена функція 
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 також строго монотонна і неперервна на відрізкуе 
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. Оскільки 
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, то записи 
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 еквівалентні. Щоб обчислити границю (1.4), застосуємо правило заміни змінної для границю неперервних функцій. Поклавши [image: image29.png]siny



, маємо

[image: image30.png]lim &esine _ . i
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Наслідок 3.
[image: image31.png]Jim &refg
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     (1.5)

Ця рівність випливає аналогічно попередній з (1.3). 

Лема 2.
[image: image32.png]lim (1 5=,



    (1.6)

Рівність

[image: image33.png]lim (144" =e,
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    (1.7)

де [image: image34.png]


Звідси випливає, що для будь-якої послідовності [image: image35.png]{ne}



 натуральних чисел, такї, що

[image: image36.png]lim ny =+ <o,
k=0



      (1.8)

маємо

[image: image37.png]


   (1.9)

Дійсно, нехай задано [image: image38.png]g>0



; з (1.7) випливає, що знайдеться таке [image: image39.png]Mg,



 що при [image: image40.png]



[image: image41.png]f14+Ly
|(14+4) —e]<e



 (1.10)

а з умови (1.8) випливає, що існує таке [image: image42.png]Re,



 що [image: image43.png]Np==g



 при [image: image44.png]k=k,



 тому в силу (1.10) 

[image: image45.png]-—el<s
{14+LY




при [image: image46.png]k>=k,,



 що і означає виконання рівності (1.9).
Нехай тепер послідовність [image: image47.png]


 така, що [image: image48.png]lim %, =40,
koo




тобто

[image: image49.png]lim x,=0 1 x,>0.
koo



 (1.11)

Покажемо, що [image: image50.png]


 При цьому без обмеження спільності можна вважати, що [image: image51.png]


 Для довільного [image: image52.png]


 знайдеться таке натуральне [image: image53.png]


 що [image: image54.png]et 1> =0
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причому в силу [image: image56.png]lim ng =
Y
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 Тому маємо:
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 (1.12) 

Наголошуючи, що в силу (1,9)
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і переходячи до границю в нерівності (1.12) при 
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, отримаємо
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Оскільки [image: image63.png]


—первісна послідовність, яка задовільняє умовам (1.11), то тим самим доведено, що
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 (1.13)

Нехай тепер послідовність [image: image65.png]


 така, що.
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тобто,
[image: image67.png]


 (1.14)

Покладемо [image: image68.png]Y= — Xp,



, тоді [image: image69.png]yr >0



 і[image: image70.png]


 при чому без обмеження спільності можна вважати, що [image: image71.png]w<<l, k=1, 2




 Тоді
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і через вже доведену рівність (1.13)

[image: image76.png]Hm (14 )% = Tim (14 2,)"% lim (14 2;) =e.
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Але [image: image77.png]


 була довільною послідовністю, що задовольняє умовам (1.14), тому

[image: image78.png]lim (L4x)icme.



 (1.15)

Таким чином, функція [image: image79.png]{1+ x)tx



 [image: image80.png]x50



 має в точці О границі з ліва і права, рівні одному і тому ж числу е. Тому існує і її двостороння границя при 
[image: image81.wmf]¥
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, яка також рівна е.
Наслідок 1.
[image: image82.png]lim
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 (1.16) 

і, зокрема, при [image: image83.png]



[image: image84.png]lim D+
X0 x = l.




Дійсно, використовуючи неперервність логарифмічної функції, неперервність суперпозиції функцій і рівність (1.6), отримаємо:
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Наслідок 2.
[image: image86.png]lim =Ina.

x=0




 (1.17)

Зокрема, якщо [image: image87.png]


 то

[image: image88.png]


 (1.І8)

Функція  [image: image89.png]


 строго монотонна і неперервна на всій числовій осі, тому зворотна функція [image: image90.png]—Inry
inag




  також строго монотонна і неперервна при [image: image91.png]


. Оскільки при [image: image92.png]


 маємо також і [image: image93.png]


, то позначення [image: image94.png]


 і [image: image95.png]y—(



 еквівалентні. Застосуємо для обчислення границі (1.17) правило заміни змінної.
Поклавши [image: image96.png]In(l+4
A=y




, отримаємо

[image: image97.png]lim& Ina.
x=0

1 A ylna 1 1
= =Ina =
3 Lﬂln(l+y) RS TYIE)

y—0 ¥




ПОРІВНЯННЯ ФУНКЦІЙ
Всі, що розглядаються в цьому пункті, функції визначені в деякому фіксованому проколотому околі [image: image98.png][ (-‘fn-)



 точки [image: image99.png]Xo,



 розширеної числової прямої: [image: image100.png]xR,



 при чому цей окіл може бути і одностороній. Тому кожного разу не буде сказано, що [image: image101.png]x = U ()



.
Як ми вже знаємо, сума, різниця і добуток нескінченно малих функцій є також нескінченно малими функціями; цього не можна, взагалі кажучи, сказати про їх подільність: ділення однієї нескінченно малої на іншу може призвести до різноманітних випадків, як це показують нижче проведені приклади нескінченно малих при [image: image102.png]


 функцій [image: image103.png]


 і [image: image104.png]


.
Нехай, наприклад 
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)

x

x

=

a

 і 
[image: image106.wmf](

)

2

x

x

=

b

 тоді

[image: image107.png]llms—(i)_.

x=02(0)

Ilmx 0,

llm

()

0B T




Якщо ж [image: image108.png]a(x)=x,
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, то границя [image: image113.png]lim &)
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 не існує.

Означення 1. Якщо для двох функцій f і g існують такі проколені околи [image: image114.png]14 (Xo)



 і сталі 
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, що для всіх [image: image116.png]x =V (x)



 виконується нерівність 
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 то функція f називається обмеженою порівнянно з функцією g на [image: image118.png]V (xo)



 і позначається:

[image: image119.png]F)=0(gx), x—x,




(читається: [image: image120.png]F(x)



 є [image: image121.png]


 велике від [image: image122.png]


 при 
[image: image123.wmf]x

, прямучому до [image: image124.png]Xo,



). 
Наголосимо, що запис [image: image125.png]X=X



 має тут інше, ніж звичайно, значення: він тільки вказує на те, що дана властивість має місце лише в деякому околі точки [image: image126.png]Xo,



 ні про яку межу тут мови немає.

Лема 3. Якщо [image: image127.png]fxY=q(x) o (0



 і існує скінчена границя [image: image128.png]lim ¢ (x) =&,
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 то [image: image129.png]FX)=0{g{x}), x=x




Доведення. З існування скінченої границі
[image: image130.png]lim g (x)=*£




,

слідує існування такого проколотого околу [image: image131.png]V (x0)



 точки [image: image132.png]Xo,



 що функція [image: image133.png]


 на ній обмежена, тобто є така стала 
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 виконується нерівність 
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 Це і означає, що [image: image138.png]F)=0(g(x)



 , 
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Приклади. 
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, означає, що функція [image: image150.png]


 обмежена в деякому околі точки 
[image: image151.wmf]0

x

 наприклад 
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, і, значить, функція  
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Означення 2. Якщо функції 
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, то вони називаються функціями одного порядку при [image: image162.png]X — Xo



, це записується у вигляді :
[image: image163.png]T =<gix), x-=x,




Це поняття найбільш змістовне у тому випадку, коли функції f і g є або нескінченно малими, або нескінченно великими при [image: image164.png]X =X,



. Наприклад, функції 
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 нескінченно  малими одного порядку, бо
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Лема 4.  Якщо існує скінчена межа [image: image169.png]lim &= f(x) =h==0
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, то [image: image170.png]Flx)=gx), x—x




Доведення. Покладемо 
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 Отже з леми 3, 
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Оскільки [image: image176.png]tim L2
lim o #0



 існує такий проколений окіл [image: image177.png]V (x)



 точки 
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 маємо [image: image180.png]Fx)/g(x)==0



, а отже, і [image: image181.png]7)) #=V.



 Для [image: image182.png]x &V (%)



 покладемо [image: image183.png]bl 2 £
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 тоді [image: image184.png]g(x)=194()f(x)
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 . Тому, згідно леми 3 [image: image187.png]g (®)=0{f (X)), x—>x.



 
 Наприклад візьмемо функцію [image: image188.png]Flx)y=23x2



 і 
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Означення 3. Функціїи 
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 називаються эквівалентними при [image: image196.png]X — Xo



, якщо в деякому проколеному околі [image: image197.png]U (xg)



 точки 
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 (1.20) 

і
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Відзначимо, що через властивість (1.21) знайдеться проколений окіл [image: image202.png]V (xo)



 точки 
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. Вважаючи 
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 бачимо, що умови (1.20) і (1.21) для вказаного проколеного околу рівносильні умовам

[image: image207.png]e@=v@F), limp)=1,




тобто як говорять, еквівалентність двох функцій має властивість симетричності.

Функції 
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, еквівалентні при [image: image210.png]X = Xo



, називаються також асимптотично рівними при [image: image211.png]X = Xg.



 Асимптотична рівність (еквівалентність) функцій позначається символом ~: 

[image: image212.png]fx)~g(x) mpu x-—»xo



 (1.22)

З сказаного вище слідує, що якщо [image: image213.png]


 при [image: image214.png]X == Xo,



, то і [image: image215.png]g~[



 при [image: image216.png]X =X




Приклади.   1. [image: image217.png]J
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, Дійсно, припустивши [image: image219.png]


, отримаємо:
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. Дійсно, якщо 
[image: image227.wmf](

)

4

4

1

x

x

x

+

=

j

, то

[image: image228.wmf](

)

2

4

6

1

x

x

x

x

j

=

+

 і 
[image: image229.wmf]1

1

lim

4

4

=

+

¥

®

x

x

x


Якщо в деякому проколеному околі [image: image230.png]Ut



 точки 
[image: image231.wmf]0

x

 справедливі нерівності [image: image232.png]fley==0, g(x)5=0,



 то умови (1.20) і (1.21) еквівалентні співвідношенню

[image: image233.png]im L0 _

X, 808




а, отже, й умові

[image: image234.png]



Щоб в цьому переконатися, достатньо покласти 
[image: image235.wmf](
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 тоді, очевидно, для функції 
[image: image236.wmf])
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 виконуються умови (1.20) і (1.21).
Якщо 

f~g і g~f  при [image: image237.png]X = Xo



 (1.23)

то
f~h при [image: image238.png]X = Xo



  (1.24)

Дійсно, з умов (1.23) виходить, що в деякому проколеному околі точки [image: image239.png]Xo




[image: image240.png]FR=0xg® 1 gx)=¥x)h(x),




де [image: image241.png]lim @ () =xhj:\l Pl=1



і, отже
[image: image242.png]F) =) p(x) (%)



,
де [image: image243.png]lim @ () (x)=1



, тобто виконується асимптотична рівність (1.24).
З результатів пункту 1.1 слідує, що при [image: image244.png]x=0



 справедлива наступна еквівалентність нескінченно малих:

[image: image245.png]¥rvsing~igx~arcsinx ~arctg x ~In(l +x) ~e*—1





З цієї еквівалентності випливають і більш загальні співвідношення, які сформулюємо у вигляді окремої леми. 

Лема 4. Якщо функція [image: image246.png]


 така, що

[image: image247.png]lim u(x)=0
X—xe



 (1.25)

то при [image: image248.png]X = Xo



, 
[image: image249.png]2 (x) ~ sin u {x) ~ tg u (x) ~arcsin u (x) ~ arctg u (x) ~
~nflful]~er = —1.



 (1.26) 

Доведення. Покажемо, наприклад, що

[image: image250.png]sing{x)~u(x) nps X—>xop



 (1.27)

Нехай функція [image: image251.png]


 визначена в деякому проколеному околі точки [image: image252.png]Xo.



 Покладемо (вважаючи [image: image253.png]X 5=
Xo



 що належить цоьму околі)
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(1.28)

Покажемо, що

[image: image255.png]lim @(x)=1.

X=X



 (1.29)

Нехай задано [image: image256.png]e>>0.



 Оскільки

[image: image257.png]fim sinu
-0 =1




(тут u — незалежна змінна), існує таке число 
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 виконується нерівність 

[image: image260.png]| sin @

1I<z




Для вказаного [image: image261.png]n>0



 в силу (1.25) знайдеться таке число 
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, що для всіх 
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, задовольняючих умову [image: image264.png]1X—xol <2 b,



 [image: image265.png]X == X,



, виконується нерівністьо[image: image266.png]fulx);<n.



 Отже, якщо 
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[image: image269.png]sinu (e 1|<e.
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Інакше кажучи, якщо 
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 EMBED Equation.3  [image: image271.wmf],
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[image: image272.wmf](

)

0

¹

x

u

, то

[image: image273.png]lp(x)—1|<e



 (1.30)

Якщо ж 
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 EMBED Equation.3  [image: image275.wmf]d
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 і 
[image: image276.wmf](
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, то згідно (1.28) маємо [image: image277.png]g{x)=1



 і, отже, нерівність (1.30) очевидно також виконується.

Рівність (1.29) доведена, а оскільки з (1.28) випливає, що [image: image278.png]sinu(x)=0 (x)u{x)



 для всіх [image: image279.png]X=E{Xg—0, Xp+90), X=X,



, то доведена справедливість асимптотичної рівності (1.27). Аналогічно доводиться і решта асимптотичні формули (1.26).
Означення 4. Якщо в деякому проколеному околі точки [image: image280.png]x¢ 2(x}=2e()[{x),



 де [image: image281.png]


, то функція 
[image: image282.wmf]a

 називається нескінченно малою в порівнянні з функцією [image: image283.png]


 при [image: image284.png]X = Xo



, пишеться [image: image285.png]a=0(f),



 [image: image286.png]X = Xo



, (читається: 
[image: image287.wmf]a

 є о мале від 
[image: image288.wmf]f

 при 
[image: image289.wmf]x

 , прямучому до 
[image: image290.wmf]0

x
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Через це означення запис [image: image291.png]w@{xy=o0(l), x—=—2tp



 означає просто, що функція [image: image292.png]


 є нескінченно малою при [image: image293.png]X = Xo



, 
Якщо [image: image294.png]


 при [image: image295.png]


, та умову

[image: image296.png]a=¢f, 3x_rr: e=0



 
можна переписати у вигляді

[image: image297.png]fim % =0
ey




Таким чином, під [image: image298.png]


 при [image: image299.png]—xa (f(x}5=0 nmpu x




 розуміється будь-яка функція така, що

[image: image300.png]



У випадку, коли [image: image301.png]


 нескінченно мала при [image: image302.png]


 то говорять, що [image: image303.png]


 при [image: image304.png]X=Xy



 є нескінченно мала більш високого порядку, ніж 
[image: image305.wmf].

f


Наприклад,[image: image306.png]¥=o0(sinx?)



 при [image: image307.png]x—0



, або

[image: image308.png]hm
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Так само 
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 Відзначимо, що якщо [image: image312.png]f=o0(g) npH x-= x,,



 то і [image: image313.png]


 при [image: image314.png]X = Xo.



 Дійсно, нехай 
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, де [image: image316.png]


. Тоді функція [image: image317.png]


 обмежена в деякому проколеному околі точки точки [image: image318.png]Xo.



 [image: image319.png]ie(x)i=c,



 [image: image320.png]


 і, значить, [image: image321.png]


 в вказаному проколеному околі, а це означає, що [image: image322.png]


, [image: image323.png]X=Xy



.

Збираючи разом введені в цьому пункті основні поняття, отримаємо: нехай в деякому проколеному околі Ů=Ů(x) точки [image: image324.png]



[image: image325.png]F)=e()g(x),




тоді
якщо функція [image: image326.png]o (x)



 обмежена на [image: image327.png]


, то 
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якщо [image: image329.png]iam @{x})=1, 170 f(x)~g(x), x—Xxy



' 

якщо [image: image330.png]hm @}=0, 10 f(x)=0(g(x)), x—>xo




При використовуванні рівності з символами О і о слідує мати на увазі, що вони не є рівністю в звичайному значенні цього слова. Так, якщо

[image: image331.png]ay=0(f) UpH X=X, Ce=0(B) npn x—x,




то було б помилкою зробити звідси висновок, що [image: image332.png]


 як це було б у разі звичайної рівності. Наприклад, 
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. Аналогічно, якщо

[image: image337.png]f+o(h=g+0®



 при [image: image338.png]X=X,




то було б помилкою зробити висновок, що [image: image339.png]



Річ у тому, що один і той же символ 
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 може позначати різні конкретні функції. Ця обставина зв'язана з тим, що при визначенні символів 
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 ми по суті ввели цілі класи функцій, що володіють певними властивостями (клас функцій, обмежених в деякому околі точки [image: image344.png]


 в порівнянні з функцією 
[image: image345.wmf]f

 і клас функцій, нескінченно малих в порівнянні з f(x) при [image: image346.png]X=Xy



) і було б правильнішим писати не 
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, але завжди читатимемо цю рівність, відповідно до приведених вище визначень, тільки в одну сторону: зліва направо (якщо, звичайно, не обумовлено що-небудь інше). Наприклад, запис 
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 означає, що функція 
[image: image354.wmf]a

 є нескінченно малою в порівнянні з функцією f при [image: image355.png]X = X,



 але зовсім не те, що всяка нескінченно мала по порівнянню з f функція рівна 
[image: image356.wmf]a

.

Як приклад на поводження з цими символами доведемо рівність

[image: image357.png]o(ch=o(



 (1.31)

де с - стала.

Згідно сказаному, треба показати, що якщо [image: image358.png]


, то [image: image359.png]


. Дійсно, якщо [image: image360.png]g=o0(cf)



, то [image: image361.png]g=ecf



, де[image: image362.png]


0. Покладемо [image: image363.png]€, = CE,



 тоді [image: image364.png]g=¢f,



 де, очевидно 
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 і, значить, [image: image366.png]
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На закінчення відзначимо, що сказане про використовування символів О і о не виключає, звичайно, того, що окремі формули з цими символами можуть виявитися справедливими не тільки при читанні зліва направо, але і справа наліво; так, формула (1.31) при [image: image367.png]c*=0



 вірна і при читанні справа наліво.

Приклади.
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тому 
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4.Так як |1/x2|  |1/x| при |x|  1, то 1/x2 = O(1/x) при x ; 

5.1/x = O(1/x2) при x 0 так как |1/x| 1/x2 при |x| 1.
           6.Функції f(x) = x(2+sin 1/x) g(x) = x x  0 являються нескінчено малими одного порядку при x a , так як 
f/g = (x(2+sin 1/x))/x = 2+sin 1/x = |2+sin 1/x|  3  f=O(g), g/f = 1/|2+sin 1/x|  1  g=O(f).

     7. x2 = o(x) при x  0, так як limx  0x2/x = limx  0x = 0; 

            8.1/x2 = o(1/x) при x  так як limx x/x2 = limx 1/x = 0
            9.Знайти границю 

[image: image375.png]lim (V142 +27 = 1)/sindz




              Розв’язування. Використовуючи асимптотическое равенство (3) и асимптотическое равенство (1), а также учитывая, что x2 = o(x) при x 0 (см. пример 15) и f=o(x2) является функцией o(x) при x 0, найдем 

[image: image376.png]lim (V1 + 2 4 22=1)/sindz = lim((1/2)(z+2")+ola+2))/(1a+o(z)) =

= (1/2) lim(e + ofa)/ (12 + ofa)) = 1/8




ЕКВІВАЛЕНТНІ ФУНКЦІЇ

Якщо функція [image: image377.png]Fix)



 замінюється на де якому кроці через [image: image378.png]&),



, то різницяь [image: image379.png]floo—gix



 називається абсолютною похибкою, а відношення [image: image380.png]Ho—g(n




— відносною похибкою зробленої заміни. Якщо вивчається поведінка функції [image: image381.png]f(x)



 при [image: image382.png]X == Xo,



 то часто доцільно замінити її функцією [image: image383.png]


 такої, що 1) функція [image: image384.png]g (<)



 в певному значенні більш проста, ніж функція [image: image385.png]Fx)



; 2) абсолютна похибка прямує до нуля при [image: image386.png]X Xy




[image: image387.png]lim [ (x) — g (x)]=0.




В цьому випадку говорять, що [image: image388.png]


 наближає функцію [image: image389.png]Fx)



 поблизу точки [image: image390.png]


. Такою властивістю володіють наприклад, всі нескінченно малі при [image: image391.png]X — Xo



 функції f і g. Нижче показано, що серед них лише ті, які еквівалентні між собою:

[image: image392.png]§X)~f(x), x—x0




володіють тією властивістю, що не тільки абсолютна похибка [image: image393.png]Fx)—g(x)



, але і відносна [image: image394.png]


  прямує до нуля при [image: image395.png]X Xy




[image: image396.png]lim (=@ _ 4
o™




В цьому значенні функції, еквівалентні заданій, наближають її краще, ніж інші функції навіть того ж порядку, що і дана при [image: image397.png]X=X




Наприклад, функції [image: image398.png]X,

LS

2%,
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 є нескінченно малими при [image: image399.png]x—0,



 так само як і [image: image400.png]


 а тому абсолютні похибки при заміні sin
[image: image401.wmf]x

 кожна з них прямує до нуля при [image: image402.png]x—0:




[image: image403.png];l‘%(smx—x) .—-Jl(\_r:r’](smx— 3 x) =l|_|:r|°(51nx—2x)=

= limﬂ(sinx— 10x) = 0.




Але лише одна зі всіх перерахованих функцій, а саме: 
[image: image404.wmf](

)

x

x

g

=

 має ту властивість, що відносна похибка при заміні [image: image405.png]sinx



 цією функцією прямуватиме до нуля при [image: image406.png]x>0




 [image: image407.png]sinx—x
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Прямування відносної похибки [image: image408.png][—e @)
Fx)



 до нуля при[image: image409.png]X—> X



 можна записати, використовуючи символ “o мале»:

[image: image410.png]f—g@=0(() x—x




Сформулюємо сказану характеристичну властивість еквівалентних функцій у вигляді теореми.

Теорема 1. Для того, щоб функції 
[image: image411.wmf](
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f
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 і 
[image: image412.wmf](
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g
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 були еквівалентними при [image: image413.png]X=Xy,



 необхідно і достатньо, щоб при [image: image414.png]


 виконувалася умова

[image: image415.png]fx)y==g () 4-o0(g(x).



 (1.32)

Доведення необхідності.  Нехай  [image: image416.png]


 при [image: image417.png]X =Xy,



 тобто

[image: image418.png]F@) =9(x) g,




де  [image: image419.png]


. Тоді

[image: image420.png]F—g) =00 g—g=[px) —1lg(x=c()g(),




де [image: image421.png]e(x)=@(x)—1—>0



 при [image: image422.png]X=X



, тобто маємо (1.32).
Доведення достатності. Нехай виконується умова (1.32), тобто
[image: image423.png]f=gl)+ex)g),




де [image: image424.png]


. Тоді

[image: image425.png]Fy=[l+ex)]jg@=0®)g),




де [image: image426.png]o) =1+e(x)=—>1



 при [image: image427.png]X=X,



 тобто [image: image428.png]


 при [image: image429.png]X = X,.



 

Отже, ми показали, що функції 
[image: image430.wmf](
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 і 
[image: image431.wmf](
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 еквівалентні при [image: image432.png]X=X



 тоді і тільки тоді, коли відносна похідна 
[image: image433.wmf](
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[image: image434.wmf](
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 прямує до нуля при [image: image435.png]X =+ Xo.



)
Наслідок. Нехай [image: image436.png]


 де с - стала. Тоді f(cg і g=cf+o(f) при [image: image437.png]X =+ Xo.




Доведення. Якщо [image: image438.png]


, то [image: image439.png]


, і значить [image: image440.png]g~cf



 при [image: image441.png]X == Xy



. Звідси, з теореми 1 маємо 
[image: image442.wmf](
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 а значить (див. кінець п. 1.2) [image: image443.png]g=cf+o(f)



.
Теорема 2.  Нехай 
[image: image444.wmf](
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 і 
[image: image446.wmf](
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[image: image447.wmf](
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 при [image: image448.png]X = X,.



 Тоді якщо існує

[image: image449.png]lim

o, 10T



 (1.33)

то існує і [image: image450.png]lim 19

Pl



, причому

[image: image451.png]0 _ i 9
hm rw = I e ®




 (1.34)

Доведення. Умова [image: image452.png]


 при [image: image453.png]X3



 означає, що

[image: image454.png]FO=9 ) (0,




де [image: image455.png]


, а умова [image: image456.png]


 при [image: image457.png]X—>Xp-



-що 
[image: image458.wmf](
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, де [image: image459.png]


. Крім того, оскільки існує границя (1.33), функція [image: image460.png]F(x)/g {x)



 визначена в деякому проколеному околі  точки [image: image461.png]


 і, отже, всюди в цьому околі виконується нерівність [image: image462.png]


. Оскільки 
[image: image463.wmf](
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 і, очевидно, [image: image464.png]


 в деякому проколеному околі точки [image: image465.png]


, то і функція [image: image466.png]


 володіє тією ж властивістю. Тому функція 
[image: image467.wmf](

)

(

)

x

g

x

f

 визначена в деякому проколеному околі точки [image: image468.png]


. 

Тепер маємо:

[image: image469.png]tim L _ i 2040 AR ) A
o i i m T ST +]
PR IETAC R AT lim ooy




 

Оскільки обидві частини рівності (1.34) рівноправні, то з доведеної теореми виходить, що границя, що стоїть в лівій частині, існує тоді і тільки тоді, коли існує границя в правій частині, причому у разі їх існування вони співпадають. Це робить дуже зручним застосування теореми 2 на практиці: її можна використовувати для обчислення меж, не знаючи наперед, існує чи ні дана межа.

МЕТОД ВИДІЛЕННЯ ГОЛОВНОЇ ЧАСТИНИ ФУНКЦІЇ І ЙОГО ЗАСТОСУВАННЯ ДО ОБЧИСЛЕННЯ ГРАНИЦЬ.

Нехай [image: image470.png]a(x) u p(x)



-функції, визначені в деякій проколеному околі точки [image: image471.png]


. Якщо функція [image: image472.png]


  представлена у вигляді [image: image473.png]B i) =alx)+o(x(x), £—xo




то функція [image: image474.png]


 називається головною частиною функції [image: image475.png]


 при [image: image476.png]


 прамуючому до [image: image477.png]e R




Приклади. 1.  Головна частина функції 
[image: image478.wmf]x

sin

, при [image: image479.png]x—=0



 рівна [image: image480.png]


, бо [image: image481.png]sinx=x-o{x) npg x—=0.




2. Якщо [image: image482.png]axt+. .. Fax+do, a,50,




 то функція 
[image: image483.wmf]n

n

x

a

 є головною частиною многочлена  [image: image484.png]


 при  [image: image485.png]X =00



, бо 

[image: image486.png]Po(x)=a,x*4-0{x") Opu x>0




Якщо задана функція [image: image487.png]


, то її головна частина не визначається однозначно: будь-яка функція [image: image488.png]o, (x)



, еквівалентна [image: image489.png]B (x)



, є її головною частиною. Наприклад, нехай [image: image490.png]B=x+x+x°



. Оскільки, з одного боку [image: image491.png]X+ x3=0(x) IpH x>0, TO P=x10(X)



 при [image: image492.png]x—0.



, а з другого боку  [image: image493.png]x3=0{x+x%, npu x—0,



 то [image: image494.png]Xx+x4o{x+4 x°) npu x—=0.



. В першому випадку головною частиною можна вважати [image: image495.png]


, в другому [image: image496.png]o =Xt x?



. Проте, якщо задається певним чином головної частини, то при його вигідному виборі можна добитися того, що головна частина вказаного вигляду буде визначена однозначно.

Зокрема, справедлива наступна лема.

Лема 5.  Якщо функція [image: image497.png]


 володіє при [image: image498.png]


, головною частиною вигляду [image: image499.png]Alx —=x)t, A=%=0



, де А і k - сталі, то серед всіх головних частин такого вигляду вона визначається єдиним чином.

Дійсно, нехай, при [image: image500.png]X —= Xo



,


[image: image501.wmf](
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Тоді [image: image503.png]B (x) ~ A (x—xo)t; B (x) ~ Ay (x — xo)* TpH x> Xy



; тому [image: image504.png]A(x—xg)*~ A (x — xo)"



, тобто
[image: image505.png]im Alx—xy)®
ey e



 

що справедливе лише у випадку 
[image: image506.wmf]1

A

A
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 і 
[image: image507.wmf]1

k
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=

.
Поняття головної частини функції корисно при вивченні нескінченно малих і нескінченно великих і з успіхом використовується при розв’язанні різноманітних задач математичного аналізу. Досить часто вдається нескінченно малу складного аналітичного вигляду замінити, в околі даної точки, з точністю до нескінченно малих більш високого порядку, більш простою функцією. Наприклад, якщо [image: image508.png]B (x)



 вдається представити у вигляді [image: image509.png]B (x) = A (x — x¢)* -+ 0 ((x — x0}*)



, то це означає, що з точністю до нескінченно малих більш високого порядку, ніж  [image: image510.png](x—2x¢)* TPH XX,



, нескінченно мала [image: image511.png]


 поводиться в околі точки 
[image: image512.wmf]x

, як степенева функція [image: image513.png]A (X — xq)*



.

Покажемо на прикладах, як метод виділення головної частини нескінченно малих застосовується до обчислення границь функцій. При цьому широко використовуватимемо отримані нами співвідношення еквівалентності (1.26).
Нехай вимагається знайти межу (а значить, і довести, що він існує))
[image: image514.png]fim 10 (L %) 4 aresia 31— 52
e TE TR "




Використовуючи доведену вище (див. (1.26)) еквівалентність 
[image: image515.wmf](
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[image: image516.wmf]u

 при [image: image517.png]


, маємо [image: image518.png]In{l 4+ x4+ 52~ x+x2



 при [image: image519.png]x—0.



, тому (див. теорему 1)) [image: image520.png]mil +x-+x*

=y x% 0 {v -+ ¥2)



. Проте [image: image521.png]0(x+xY)=o(x)



 і [image: image522.png]x*=0(x) mpu x—0



, а отже
[image: image523.png]In(1+x+x%) =x40(x) npn x—0




Далі [image: image524.png]arcsin 3x ~ 3x



, унаслідок чого
[image: image525.png]arcsin 3¢ =3x 40 (3x) = 3x + o0 (x)




Очевидно також, що 

[image: image526.png]55t =0 (x)




З асимптотичої рівності [image: image527.png]sin 2y~ 2.




, отримаємо

[image: image528.png]sin 2¢ = 2% + 0 (2x]




з [image: image529.png]tgtx~xt—




[image: image530.png]tgfx=12+o(x)=0(x)




а з [image: image531.png](e*
— 1P~
x5 —




[image: image532.png]e —1P=x"Lo(x)=0(x)




Всі ці співвідношення виконуються при [image: image533.png]x—=0



. Тепер маємо

[image: image534.png]In (I + x4 x2) 4 arcsin 3¢ — 5x2 =




[image: image535.png]. =x+0(x)+3x+0(x)—o(x)=4x+0{x)
sin2¢xHigxH(e* — 1P =200 (x) o (x)=2x+o0(x),




тому 

[image: image536.png]o ln(rE) tarcsind—50 o 4ol
= nreere—1®  ~ 1 Trrem





Але [image: image537.png]dxto(x)~4x, a 2x+o(x)~2x



 при [image: image538.png]


, і, значить, по теоремі 2,

[image: image539.png]lim 2eto(®

20 2t0(®

I

P

Zx

=2,




Таким чином, шукана границя існує і рівний 2.
При обчисленні границя функцій за допомогою методу виділення головної частини слід мати на увазі, що у випадках, не розглянутих в п. 1.3, взагалі кажучи, не можна нескінченно малі замінювати еквівалентними їм. Так, наприклад, при відшуканні границь вираження 

[image: image540.png]s sinx
lim ﬁ,x
x=0 x




було б помилкою замінити функцію [image: image541.png]sinx



 эквивалентній їй при [image: image542.png]x =)



 функцією 
[image: image543.wmf]x

. 
Для відшукання границь виразів вигляду 
[image: image544.wmf](
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 цілообразно границю їх логарифмів. Розглянемо подібний приклад. Знайдемо границю [image: image545.png]imcost/<' 2x
yaa



. Зауважуючи, що

[image: image546.png]oSty — gin cost



 (1.35)

бачимо, що слід обчислити границю
[image: image547.png]lim In cos!**2¢ = tim I"C—"sz" =

+ lim 29
x=0 x=eD 2 £

In {1 —sin®2:





Оскільки [image: image548.png]In (1l —sin®2x) ~ —sin¥2x



, то звідси, згідно теоремі 2 цього параграфа, маємо

[image: image549.png]



але [image: image550.png]sin®2¢ ~ (2)?



, а тому

[image: image551.png]



таким чином,
[image: image552.png]



Через неперервність показникової функції з (1.35) маємо

[image: image553.png]. , lim 1 cos
lim cost's*2x =gv~0
=0





Спосіб обчислення границь за допомогою виділення головної частини функції є дуже зручним, простим і разом з тим вельми загальним методом. Деяке утруднення в його застосуванні зв'язано поки з тим, що ще немає достатньо загального способу виділення головної частини функції. 
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