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 було до цього часу дане для інтервалу , тобто при [image: image2.png]


. Від цього обмеження звільняє нас наступна властивість:

10. [image: image3.png][[ rtox == #ahan




 Доводять це твердження на основі побудови інтегральних сум, роздроблюючи інтервал [image: image4.png]


 на частини в напрямі від [image: image5.png]


 до [image: image6.png]


 точками на осі [image: image7.png]


 з абсцисами 

[image: image8.png]


 де [image: image9.png]


 Якщо перелік точок розбиття вести від [image: image10.png]


 до [image: image11.png]


, матимемо [image: image12.png]



Для цих двох послідовностей одержимо такі інтегральні суми:

[image: image13.png]»

LCIIEEND N RN





де [image: image14.png]


 - довільна точка з інтервалу [image: image15.png]



Перейшовши в цих сумах до границі, коли [image: image16.png]2= max(x,, - x) =0



, одержимо 

[image: image17.png][ 7t = [} pikix




20. [image: image18.png][rayn=0



. 

Доведення легко здійснити , вважаючи [image: image19.png]


 у попередній властивості.

30. Для довільних двох інтегрованих функцій [image: image20.png]


, [image: image21.png]


 і постійних [image: image22.png]


 має місце рівність
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Ця властивість випливає із властивості границь (границя суми дорівнює сумі границь і постійний множник виноситься за знак границі. Ця властивість справедлива для довільного числа доданків.

40. Для довільних трьох чисел [image: image24.png]


справедлива рівність

  [image: image25.png]=[(rexan+ L’ (X



                        (1)

Доведемо спочатку це твердження для [image: image26.png]


 Побудуємо інтегральні суми на інтервалі [image: image27.png]


 і на інтервалах [image: image28.png]


 і [image: image29.png]



Оскільки границя інтегральної суми не залежить від способів розбиття відрізка [image: image30.png]


 на частинки, то ми можемо розбити відрізок [image: image31.png]


 на малі відрізки так, щоби точка [image: image32.png]


 була  точкою поділу. Тоді інтегральну суму по всьому відрізку можна розбити на дві інтегральні суми ( по відрізку [image: image33.png]


 та по відрізку  [image: image34.png]


 ):
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            Перейшовши в даній рівності до границі при [image: image36.png]


 одержимо співвідношення (1).

            Якщо [image: image37.png]


 то за доведеною властивістю можна написати

[image: image38.png]JGhin= o] o



, звідки 
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50. Нехай на [image: image40.png]lap] m= flx)=M i 7lx)



 - інтегрована на [image: image41.png]


. Тоді 

[image: image42.png](b-ayn <[ (adix <M -a)



,

що очевидно.  Звідси [image: image43.png]msi]:/(x x <M



.

Величина [image: image44.png]1
P



називається середнім значенням інтеграла [image: image45.png][s
(4
x



. Очевидно, що між числами [image: image46.png]


  i  [image: image47.png]


 знайдеться таке число [image: image48.png]


, що [image: image49.png]


 . Але це число [image: image50.png]


, яке знаходиться між найменшим та найбільшим значенням неперервної функції [image: image51.png]


 повинно бути деяким значенням функції. Звідси ми одержуємо теорему, що носить назву теореми про середнє в інтегральному численні. 

60. Теорема (про середнє) . Якщо [image: image52.png]


– неперервна на відрізку [image: image53.png]


  і [image: image54.png]me flx)sM



, то на [image: image55.png]


 знайдеться таке число [image: image56.png]


 , що

    [image: image57.png][[ 7wz = sleYo-a)



.                                  (2)

70.  Якщо на відрізку [image: image58.png]


, де [image: image59.png]


 функції [image: image60.png]


 і [image: image61.png]


 задовольняють умові [image: image62.png]


 то

                          [image: image63.png][ 7ok = et



                                (3)

            Розглянемо різницю [image: image64.png][eohe— | s(eyr=




[image: image65.png]Jlso)- sy 3t} A



Тут кожна різниця 

[image: image66.png]


  [image: image67.png]


 Отже, кожний доданок суми невід’ємний, невід’ємна і вся сума, а тому і границя невід’ємна, тобто 

[image: image68.png]Jlete)- st 0= alepe= | sz




            Із (10.4) при [image: image69.png]


одержимо, що для [image: image70.png]



[image: image71.png]



            80. Якщо [image: image72.png]


 на [image: image73.png]


 - інтегрована і [image: image74.png]


 , то 
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Формула Ньютона-Лейбніца
            

            Будемо вважати, що нижня границя у визначеному інтегралі [image: image76.png]imw



 зафіксована, а верхня [image: image77.png]


 буде змінюватися, тобто розглянемо інтеграл [image: image78.png]i/&)dt



 (ми тут позначили змінну границю звичною для нас буквою [image: image79.png]


). При постійному [image: image80.png]


 цей інтеграл буде функцією від [image: image81.png]


 яку позначимо через [image: image82.png]



[image: image83.png]&)= s




Теорема 1. Якщо [image: image84.png]


неперервна функція і [image: image85.png]2= | st



, то має місце рівність

[image: image86.png]


             

            Іншими словами, похідна від інтеграла за верхньою межею дорівнює підінтегральній функції, в яку замість змінної інтегрування підставлено значення верхньої межі.
            Д о в е д е н н я. Надамо аргументу [image: image87.png]


 приросту [image: image88.png]


Тоді одержимо (за властивістю 40 )

[image: image89.png]B(x+Ax)= [/z)dz ]/z)dz+ ]/Q




Приріст функції [image: image90.png]


 дорівнює [image: image91.png]AD = P(x+Ax)-B(x)




[image: image92.png]


 Тоді [image: image93.png]P= o T = B | 0




До останнього інтеграла застосуємо теорему про середнє

[image: image94.png][t - o,



 де [image: image95.png]


 лежить між [image: image96.png]


 і [image: image97.png]


 Зауважимо, коли [image: image98.png]


 то [image: image99.png]


Отже, [image: image100.png]()= L s opx=

pracyys




[image: image101.png]


 (остання рівність має місце в силу неперервності функції [image: image102.png]Flx)



 Теорема доведена.

            Наслідок.  Довільна неперервна функція має первісну.

            Дійсно, якщо функція [image: image103.png]


 неперервна на відрізку [image: image104.png]


то за теоремою про існування означеного інтеграла існує означений інтеграл [image: image105.png]i/&)dt



, тобто існує функція [image: image106.png]&)= s



За теоремою 1 вона є первісною від [image: image107.png]Flx)




            Теорема 2. Якщо [image: image108.png]


 яка-небудь первісна від неперервної функції [image: image109.png]


то справедлива формула 

                            [image: image110.png][76ax=p)- Fla)



                         (4)

Ця формула називається формулою Ньютона-Лейбніца.
Д о в е д е н н я. Нехай [image: image111.png]


деяка первісна від функції [image: image112.png]Flx)



 За теоремою 1 функція [image: image113.png]i/&)dt



також є первісною від функції [image: image114.png]Flx)



Але дві довільні первісні від однієї і тієї ж функції відрізняються одна від одної на постійний доданок [image: image115.png]


Отже, ми можемо написати

[image: image116.png]i/&)dx =Flx)+C.




Ця рівність є тотожністю, а тому вона при відповідному виборі [image: image117.png]


 справедлива для всіх значень [image: image118.png]


 Для визначення [image: image119.png]


покладемо в даній тотожності [image: image120.png]


Тоді

[image: image121.png]i/&)dx:F(a)i»CﬁO:F(a)i»CiC:*F(a)




            Отже, 

[image: image122.png][ r¥s - 7o)~ 702




            Поклавши [image: image123.png]


 одержимо формулу Ньютона-Лейбніца:

[image: image124.png]0= 7)- 7l




або, замінивши позначення змінної інтегрування [image: image125.png]


 на [image: image126.png]


одержимо формулу (4).

            Якщо ввести позначення 

[image: image127.png]



формулу (4) можна записати так:

[image: image128.png][£@ax=FG), = 76)- Fla)




            Формула Ньютона-Лейбніца дає практичний і зручний метод обчислення визначеного інтеграла в тому випадку, коли відома первісна від підінтегральної функції. Тільки з відкриттям цієї формули визначений інтеграл зміг отримати те значення в математиці, яке він має сьогодні. Обчислення визначеного інтеграла як границю інтегральної суми були відомі ще за часів Архімеда, проте застосування цього методу обмежувалося тими простими випадками, коли вдавалося обчислити ці границі. Формула Ньютона-Лейбніца встановлює простий зв’язок між первісною та визначеним інтегралом, що значно розширює область застосування визначеного інтеграла до різних задач техніки, механіки, астрономії і т. д.

Приклад. Обчислити інтеграл [image: image129.png]



Р о з в ’ я з о к. На підставі таблиці основних інтегралів і  формули (4)маємо 

[image: image130.png]



            Теорема 3. Нехай [image: image131.png]


 інтегрована на [image: image132.png]


і має скінчену кількість точок розриву першого роду, [image: image133.png]


 – неперервна функція і є первісною від [image: image134.png]


 на інтервалі [image: image135.png]


. Тоді

[image: image136.png][ 7wz = 76}~ 7la)



.
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