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. Число е. Натуральні логарифми.
План
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· Натуральні логарифми. 

1. Число [image: image14.png]



Розглянемо послідовність із загальним членом [image: image15.png]
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                      (5.11)     

Доведемо, що така послідовність збіжна. Для цього обґрунтуємо, що послідовність [image: image20.png]


- зростаюча і обмежена зверху.

    а) Покажемо, що [image: image21.png]
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 За формулою Ньютона для бінома

            [image: image23.png]
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 або 
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           (5.12)

 Знайдемо
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У правій частині рівності (5.13) маємо [image: image32.png]


доданків, тоді як в рівності (5.12) - [image: image33.png]


Крім цього, кожний доданок, починаючи з третього, більший за відповідний доданок правої частини рівності (5.12), а перші два доданки рівні між собою.

Тому [image: image34.png]



б) Покажемо, що послідовність [image: image35.png]


є обмежена зверху. Справді,  якщо в правій частині рівності (5.12) вираз в круглих дужках 

на одиницю, то матимемо

                   [image: image36.png]


                                 (5.14)

 У правій частині нерівності (5.14) в кожному доданку, починаючи з другого, замінимо в знаменнику співмножники, більші за 2, числом 2.

Матимемо

          [image: image37.png]


              (5.15)

Члени правої частини (5.15), починаючи з другого, утворюють спадну геометричну прогресію із знаменником [image: image38.png]


 Сума правої частини (5.15) дорівнює:

[image: image39.png]



Отже, [image: image40.png]fr=12.





Тому існує границя послідовності [image: image41.png]


 Її позначають буквою [image: image42.png]


:

                         [image: image43.png]


                                      (5.16)

Число [image: image44.png]


відіграє надзвичайно велику роль як для самого аналізу, так і для його застосування. Наближене значення його з точністю до 0,0001:

[image: image45.png]



Деякі властивості числа [image: image46.png]


роблять особливо зручним вибір саме цього числа основою логарифмів. Ці логарифми називають натуральними і позначають символом [image: image47.png]


(не вказуючи основи).

 У теоретичних дослідженнях використовують виключно натуральні логарифми.

            Десяткові логарифми знаходять через натуральні за формулою

[image: image48.png]



де [image: image49.png]


модуль переходу, [image: image50.png]



2. Границі [image: image51.png]


 при [image: image52.png]


 та  [image: image53.png]


при [image: image54.png]



            Границя відношення [image: image55.png]


  при  [image: image56.png]


. 

            Покажемо, що [image: image57.png]



            1. Нехай [image: image58.png]


.          Оскільки [image: image59.png]


 розглядається в малому околі нуля, то можна припустити, що [image: image60.png]


.

            Тепер треба показати, що для будь-якого як завгодно малого числа [image: image61.png]


 існує таке число [image: image62.png]


, що з нерівності [image: image63.png]


 випливає нерівність  [image: image64.png]


.           Доведемо спочатку допоміжні нерівності, а саме: покажемо, що при [image: image65.png]


 справджуються нерівності [image: image66.png]


.

            Візьмемо коло з центром у довільній точці [image: image67.png]


 і радіусом, що дорівнює одиниці (рис.5.1), а також [image: image68.png]


, радіанна міра якого [image: image69.png]


.

            Оскільки радіус кола дорівнює одиниці, то довжина відрізка [image: image70.png]


 дорівнює [image: image71.png]


, а довжина відрізка [image: image72.png]


.

Порівняємо площі трикутника [image: image73.png]0AB(S))



, сектора [image: image74.png]AOB(S,)



 і трикутника [image: image75.png]AOD{S5)



. Оскільки площа частини менша від площі цілого, то ці площі поєднані подвійною нерівністю [image: image76.png]


. Але 
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Рис.5.1
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Підставивши значення [image: image81.png]


 в останні нерівності і відкинувши спільний множник [image: image82.png]


, одержимо

[image: image83.png]


.

            Оскільки [image: image84.png]


 і  [image: image85.png]


, то при діленні на [image: image86.png]


 знак нерівності зберігається і приходимо до нерівності
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.

Звідси

[image: image88.png]


,

але       [image: image89.png]


.

            В силу цього за теоремою про границю змінної величини, що знаходиться між двома іншими ([image: image90.png]


 і [image: image91.png]


), які мають спільну границю, знаходимо

                              [image: image92.png]


.                                     (5.25)

            Нехай [image: image93.png]


. Введемо нову змінну [image: image94.png]


 за формулою [image: image95.png]


. Тоді

[image: image96.png]


  .

            Слід зауважити, що при розв’язанні цієї задачі ми не робили ніякого припущення про те, що [image: image97.png]


  є строго аргументом. Тому
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,

де [image: image99.png]


.

            

Приклади.  

            1. [image: image100.png]



            2. [image: image101.png]



            Границя [image: image102.png]



            Нехай[image: image103.png]


. Покладемо[image: image104.png]


. Тоді[image: image105.png]


.

            Якщо [image: image106.png]


, то і [image: image107.png]


.           Із останньої нерівності знаходимо

[image: image108.png]


,

звідки

[image: image109.png]


.

Легко бачити справедливість таких нерівностей:

[image: image110.png]


.

(Нерівності зберігають свій знак, оскільки із трьох чисел, більших одиниці, найменше підноситься до найменшого додатного степеня, а найбільше – до найбільшого, також додатного степеня).

            Згідно з теоремами про границю добутку і частки маємо

[image: image111.png]



[image: image112.png]



            Крайні члени нерівності прямують при [image: image113.png]


 до однієї і тієї самої границі – числа [image: image114.png]


. Тому

              [image: image115.png]


                           

            Нехай [image: image116.png]


. Покладемо [image: image117.png]


 коли [image: image118.png]


, то [image: image119.png]


. Тому
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.

Але

            [image: image121.png]


,

тому
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Отже,

                         [image: image123.png]


                                   (5.26)

            Зауваження.  Покладемо [image: image124.png]


. Коли [image: image125.png]


, то [image: image126.png]


.

Тому [image: image127.png]i =
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.                               (5.27) 

            Приклади.
      1.    [image: image129.png]



      2. [image: image130.png]



            [image: image131.png]



            [image: image132.png]


.

Правостороння і лівостороння границі функції однієї змінної. Для дальшого викладу теорії необхідно ввести в розгляд поняття правосторонньої та лівосторонньої границь функції. Припустимо, що функція [image: image133.png]


 визначена на деякому проміжку [image: image134.png]


, крім можливо, точки [image: image135.png]


.

            Означення.   Число [image: image136.png]


 називається правосторонньою границею функції [image: image137.png]


 в точці [image: image138.png]


, якщо для будь-якого як завгодно малого числа [image: image139.png]


 існує додатне число [image: image140.png]


 таке, що для всіх [image: image141.png]


, які задовольняють нерівності   [image: image142.png]


,

виконується нерівність        [image: image143.png]|#(x)-4<e



, і це записують так:

[image: image144.png]dm flx)= 4= flx+0)

i)



.

            Означення.   Число [image: image145.png]


 називається лівосторонньою границею функції [image: image146.png]


 в точці [image: image147.png]


, якщо для будь-якого як завгодно малого числа [image: image148.png]


 існує додатне число [image: image149.png]


 таке, що для всіх [image: image150.png]


, які задовольняють нерівності            [image: image151.png]


,

виконується нерівність        [image: image152.png]|#(x)-B| <&



,

і це записують так:

[image: image153.png]dm  f(x)= 8= flx-0)

i)



.

Отже , для лівосторонньої границі аргумент береться поблизу

точки [image: image154.png]


  (але [image: image155.png]


), тоді як для правосторонньої границі [image: image156.png]



береться поблизу точки [image: image157.png]


 (але [image: image158.png]


). Зокрема, якщо функція 

визначена на інтервалі [image: image159.png]


  чи на відрізку [image: image160.png]


, то в точці [image: image161.png]


 можна розглядати тільки правосторонню границю, а в точці [image: image162.png]


- лівосторонню.

            Зауваження.   1) функція в точці може мати дві границі (правосторонню і лівосторонню), причому ці границі різні; 2) функція в точці має дві границі і вони рівні між собою; 3) хоч одна з границь функції в точці не існує.

            Легко бачити, що коли функція в точці має границю, то вона має в цій точці правосторонню і лівосторонню границі, і вони рівні між собою.

            Справедливе й обернене твердження.   Якщо функція [image: image163.png]


 в точці [image: image164.png]


 має лівосторонню і правосторонню границі і вони рівні між собою, то ця функція в точці [image: image165.png]


 має границю, яка дорівнює значенню лівосторонньої і правосторонньої границь.

Техніка знаходження границь функцій.
            Приклади. Знайти границі:

            А. 1.[image: image166.png]


.

            Тут границі чисельника і знаменника дорівнюють нулю. Тому застосувати теореми про границі частки не можна. Розкладемо чисельник і знаменник на множники і скоротимо на множник  [image: image167.png]


, який перетворює на нуль чисельник і знаменник. Одержуємо

 [image: image168.png]



[image: image169.png]



2. [image: image170.png]2sin’x+sinz—1

2sinx+ 1)[;»1 x— l]
2
iim

= m, :
s 2sin x—Bsinx 1 s 2(5‘}”71)[“”7 ]




[image: image171.png]


.

3. [image: image172.png]



[image: image173.png]


.

4. [image: image174.png]i 2[\/ﬁ+2vﬁ+4}

1*9 W(x 17 +23f(x- 1) +4J(x Bl



 [image: image175.png]=lim

*g[ﬁnﬁw} -9)

1
)



.

5. [image: image176.png]



6. [image: image177.png]



[image: image178.png]


.

7. [image: image179.png]22 3 3 - x2[2x2 -
i, L PG s fex® 1) _
271 227 +1) e [a-1fex+1)




[image: image180.png]



            Б. [image: image181.png]t [P 15




            Домножимо і поділимо на функцію, спряжену даній. Одержимо
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оскільки знаменник при [image: image184.png]


 є функція нескінченно велика.
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