Пошукова робота на тему:

Монотонність функції, необхідні і достатні умови. Eкстремум функції однієї та декількох змінних.. Необхідні і достатні умови. Найбільше і найменше значення функції на замкнутому проміжку і в обмеженій замкнутій області.
План
· Монотонність функції, необхідні і достатні умови 

· Екстремум функції, необхідні і достатні умови 

· Найбільше і найменше значення функції на замкнутому проміжку 

· Екстремум функції декількох змінних. 

· Необхідні і достатні умови екстремуму для функції двох змінних 

· Найбільше та найменше значення функції в обмеженій замкнутій області 

1. Екстремуми функцій
1.1. Зростання і спадання функцій
Дамо ряд означень. Припустимо, що функція визначена на деякому проміжку 
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 а  є внутрішньою точкою цього проміжку.

Означення.  Функція[image: image2.png]


 називається зростаючою (спадною) в точці [image: image3.png]


, якщо існує окіл [image: image4.png](xg—8:x+3) (5= 0)



 точки [image: image5.png]


, який міститься в проміжку [image: image6.png]


 і є такий, що [image: image7.png]Fx) < flm) ( (=) = £ lx)



   для всіх [image: image8.png]xelxg—8:m)



 і [image: image9.png]A= flm) (F(x) < flx)



) для всіх [image: image10.png]xe(mim+5)



.

Означення.  Якщо  функція є зростаючою (спадною) в кожній внутрішній точці проміжку [image: image11.png]


 то вона називається зростаючою (спадною) на цьому проміжку.

2.Достатні ознаки зростання (спадання) диференційованої функції. 

Теорема. Якщо функція [image: image12.png]


 у внутрішній точці [image: image13.png]


 має похідну [image: image14.png]Fx)



 і [image: image15.png]Fx) = 0{7 (xy) = 0)



, то функція [image: image16.png]


 в точці [image: image17.png]


зростає (спадає).

Д о в е д е н н я. Розглянемо випадок, коли [image: image18.png]Fx)=0



.

Скористаємось означенням похідної

[image: image19.png]Sl +87)- flap)

()= fim
0



,

де [image: image20.png]


.

Тоді з попередньої рівності та умови теореми маємо

[image: image21.png]


.

При цьому знайдеться окіл [image: image22.png](xo— 8: %+ 8) (5> 0)



 точки [image: image23.png]


 такий, що для всіх [image: image24.png]


крім, можливо, точки [image: image25.png]


 справджуватиметься нерівність [image: image26.png]


.

Нехай [image: image27.png]xelxg—rx)



, тобто [image: image28.png]


. Тоді з попередньої нерівності маємо, що й [image: image29.png]A=) < flx)



.

Нехай [image: image30.png]xe(xgiz +8)



, тобто [image: image31.png]


. Тоді з тієї самої нерівності дістаємо, що [image: image32.png]Fx)= flx)



.

Отже, існує окіл [image: image33.png](xo— 8rmy +8)



точки [image: image34.png]


 такий, що для всіх [image: image35.png]xelxg—rx)



 матимемо [image: image36.png]Fx) < flx)



, а для всіх [image: image37.png]xe(xgiz +8)



 [image: image38.png]Fx)= flx)



, а це й означає, що в точці [image: image39.png]


 функція є зростаючою.

Теорему доведено.

Аналогічно доводиться випадок, коли [image: image40.png]Fx) <0



.

3. Інтервали, на яких функція зростає (спадає), називаються інтервалами монотонності функції. Згідно з доведеним, у диференційованої функції [image: image41.png]


 на інтервалі зростання [image: image42.png]


, на інтервалі спадання [image: image43.png]


. Якщо похідна [image: image44.png]


 функції[image: image45.png]


 неперервна, то розділяти інтервали монотонності можуть лише точки, в яких [image: image46.png]


, оскільки зміна знаку неперервної функції можлива лише при переході через її нуль. Точка, в якій [image: image47.png]


, називається точкою стаціонарності функції [image: image48.png]


. Зауважимо, що кожна точка стаціонарності розділяє інтервали монотонності (наприклад, функції [image: image49.png]


і [image: image50.png]


 мають точку стаціонарності [image: image51.png]


; ця точка для [image: image52.png]


розділяє, а для [image: image53.png]


 не розділяє інтеграли монотонності похідної [image: image54.png]


 функції [image: image55.png]


, то інтервали монотонності можуть розділяти не лише точки стаціонарності [image: image56.png]


. Наприклад, для [image: image57.png]7=l



 точка [image: image58.png]


 розділяє інтервали монотонності, в цій точці і похідна функції [image: image59.png]


 не існує.

Обмежимося розглядом функцій, диференційованих скрізь, крім, можливо, скінченого числа точок, в їх областях визначення і які мають не більше скінченого числа точок стаціонарності. Якщо [image: image60.png]


функція розглянутого класу, то доводиться, що її інтервали монотонності розділяються або точками стаціонарності [image: image61.png]


, або точками, в яких похідна функції [image: image62.png]


 не існує. Але ж не кожна така точка буде розділяти інтервали монотонності (рис. 6.11).

[image: image63.png]



Рис.6.11

Сформулюємо правила дослідження функцій на зростання і спадання.

10.Знаходимо точки із області означення функції, в яких похідна функції дорівнює нулю або не існує. Ці точки називають критичними для функції [image: image64.png]


за першою похідною.

Критичні точки розбивають область означення функції [image: image65.png]


 на інтервали, на кожному із яких похідна [image: image66.png]


 зберігає знак.

20. Досліджуємо знак  [image: image67.png]


 на кожному із цих інтервалів.

Якщо на інтервалі [image: image68.png]


, то це інтервал зростання, якщо [image: image69.png]


, інтервал спадання. 

Приклад. 

Знайти інтервал зростання і спадання функції[image: image70.png]2x
1+x




.

Р о з в ’ я з о к. Обчислимо похідну

[image: image71.png]


.

Знайдемо точки, в яких  [image: image72.png]


. Це точки, в яких [image: image73.png]


. Розв’яжемо цю нерівність:

[image: image74.png](1-x)01+x)>0, x-{x+1)<0;-1<x <1



.

Отже, в інтервалі [image: image75.png]


  функція зростає; в інтервалах

[image: image76.png](= o0~1); {140)



 функція спадає.

1.2. Екстремуми функцій
Нехай функція [image: image77.png]


 визначена  в деякій області [image: image78.png]


 і точка [image: image79.png]Mol 252



 внутрішньою точкою 

області [image: image80.png]


.

Означення. Функція [image: image81.png]


 в точці [image: image82.png]


має максимум, якщо для всіх точок деякого околу  цієї точки виконується нерівність 

           [image: image83.png]Fp) = (M)



.                                        (6.85)

Означення. Функція [image: image84.png]


 в точці [image: image85.png]


 має мінімум, якщо для всіх точок деякого околу  цієї точки виконується нерівність 

             [image: image86.png]F1y) < 7 (M)



.                                       (6.86)

Максимуми і мінімуми функції називаються її екстремумами.

Необхідні умови існування екстремуму.
Теорема.1. Якщо диференційована функція [image: image87.png]


 має в точці [image: image88.png]


 екстремум, то [image: image89.png]Fx)=0



.

Д о в е д е н н я. Нехай, наприклад, функція [image: image90.png]


 має в точці [image: image91.png]


 максимум. Тоді [image: image92.png]by = flm+hx)-flx) <0



 при достатньо малому [image: image93.png]


, а тому

[image: image94.png]



Переходячи до границі при [image: image95.png]


, одержимо:

[image: image96.png]



Згідно з умовою [image: image97.png]


 - диференційована функція в точці [image: image98.png]


. Тому одержані границі дорівнюють [image: image99.png]Fx)



. Таким чином, маємо [image: image100.png]




 INCLUDEPICTURE "D:\\Vitaliy\\Хмельниць\\UNPACK\\dn\\k014\\24_files\\image063.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image101.png]Fxm)=0



 і [image: image102.png]Fx)=0



, отже [image: image103.png]Fx)=0



.

Теорема 2. У точці екстремуму функції кількох змінних кожна її частинна похідна першого порядку або дорівнює нулю, або не існує.

Д о в е д е н н я. Нехай функція [image: image104.png]


 в точці [image: image105.png]Molal, 23,




 має максимум – для конкретності. Зафіксуємо значення всіх змінних, крім однієї, наприклад [image: image106.png]


, поклавши їх рівними між собою: [image: image107.png]


.

Тоді функція [image: image108.png]


стає функцією однієї змінної [image: image109.png]


:

[image: image110.png]


.

За умовою теореми функція [image: image111.png]


 має максимум, тобто, 

[image: image112.png]



Остання нерівність означає, що функція [image: image113.png]


як функція однієї змінної [image: image114.png]


 в точці [image: image115.png]


 має максимум. На основі вище доведеної теореми виводимо, що в точці [image: image116.png]


 похідна [image: image117.png]


дорівнює нулю або не існує. Аналогічно доведемо, що і всі інші частинні похідні першого порядку в точці [image: image118.png]


 дорівнюють нулю або не існують.

Наслідок. В точці екстремуму [image: image119.png]


 диференційованої функції [image: image120.png]


 виконуються рівності 

         [image: image121.png]


                    (6.87)

Означення. Точки, в яких частинні похідні першого порядку деякі функції дорівнюють нулю або не існують, називаються критичними точками.

Із доведеної теореми витікає, що екстремум функції кількох змінних може досягатись лише в критичних точках.

Для диференційованої функції двох змінних [image: image122.png]z=flxy)



 критичні точки знаходяться із системи рівнянь

              [image: image123.png]


                                       (6.88)

Приклад.
Знайти критичні точки функції

[image: image124.png]



Р о з в ’ я з о к. Прирівнюючи до нуля частинні похідні даної функції, одержуємо систему рівнянь для знаходження координат критичних точок:

               [image: image125.png]



[image: image126.png]



Функція [image: image127.png]


 має чотири критичні точки:

[image: image128.png]My{12) Mo (- 1-2) M5 (20):04, (- 2,1)



.

Достатні умови існування екстремуму.
Теорема. Нехай [image: image129.png]


 є критична точка функції [image: image130.png]


, яка в цій точці є неперервною, і нехай існує окіл точки [image: image131.png](xg— 8:7+3)



, в якому [image: image132.png]


 має похідну [image: image133.png]


, крім, можливо, точка [image: image134.png]


. Тоді:

1) якщо в інтервалі [image: image135.png](xo-38.x%)



 похідна [image: image136.png]


, а в інтервалі [image: image137.png]


 похідна [image: image138.png]


, то [image: image139.png]


 є точкою максимуму функції [image: image140.png]


;

2) якщо в інтервалі [image: image141.png](xo— 8:x) f'(x) <0



, а в інтервалі [image: image142.png](xo— 8:7) f{x) =0



 то [image: image143.png]


 є точкою мінімуму функції [image: image144.png]


;

3) якщо в обох інтервалах [image: image145.png](xo—8:x)



 і  [image: image146.png](xp:7p +5)



похідна [image: image147.png]


має той самий знак ( набуває або тільки додатних, або тільки від’ємних значень), то  [image: image148.png]


не є екстремальною точкою функції [image: image149.png]


.

Перше правило дослідження функції на екстремум. Щоб дослідити функцію [image: image150.png]


 на екстремум, треба:

1) знайти стаціонарні точки даної функції (для цього слід розв’язати рівняння [image: image151.png]


, причому з його коренів вибрати тільки дійсні і ті, які є внутрішніми точками області існування функції).

            2) знайти точки, в яких похідна [image: image152.png]


 не існує (функція[image: image153.png]


в цих точках існує);

            3) у кожній критичній точці перевірити зміну знака похідної першого порядку.

            Приклади.
1.      Дослідити на екстремум функцію[image: image154.png]7= (+12(x-2F



.

            Р о з в ’ я з о к. 1). Знаходимо

[image: image155.png]F ) =20+ Y- 2F +3(x+ Yx—2F =




[image: image156.png]= (x+1){x— 2 (52 -1)



.

Розв’язуємо рівняння [image: image157.png]


:

[image: image158.png]{x+1){x-2P(Gx-1)=0.




Звідси визначаємо стаціонарні точки

[image: image159.png]



2). Точок, в яких похідна не існує, немає. Отже, стаціонарні точки є єдиними критичними точками заданої функції.

3). Розглянемо інтервали

[image: image160.png]


.

            Для визначення знака похідної обчислимо останню в довільних точках, які належать даним інтервалам. Візьмемо, наприклад, такі точки: [image: image161.png]


.

            Тоді:

[image: image162.png]



[image: image163.png]



[image: image164.png]FB)=414 <0, {(+}




            Отже, при переході через точку [image: image165.png]


 похідна змінює знак з “+” на “-” ; у цій точці функція має екстремум який дорівнює [image: image166.png]fE)=-27;
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при переході через точку [image: image168.png]


 похідна змінює знак “-”  на “+”; у цій точці функція має мінімум, який дорівнює [image: image169.png]


;          при переході через критичну точку [image: image170.png]


 похідна знак не змінює; точка не є екстремальною для заданої функції

            Теорема. Нехай точка [image: image171.png]


 є стаціонарною для функції [image: image172.png]


 і нехай в цій точці існує похідна другого порядку [image: image173.png]


, яка не

дорівнює нулю, [image: image174.png]


. Тоді, якщо [image: image175.png]


 то[image: image176.png]


 є точкою 

мінімуму; якщо [image: image177.png]


, - точкою максимуму функції [image: image178.png]


.

            Друге правило дослідження функції на екстремум. Щоб дослідити функцію на екстремум, треба знайти:

1)      стаціонарні точки заданої функції

2)      похідну другого порядку в стаціонарній точці.

3)      якщо [image: image179.png]


то в цій точці функція має максимум, якщо [image: image180.png]Fxm)=0-



мінімум.

Приклад. Користуючись другим правилом, дослідити функцію на екстремум.

Р о з в ’ я з о к. Знаходимо похідну [image: image181.png]Fx)=3x%-2x



. Прирівнюємо її до нуля і розв’язуємо рівняння

[image: image182.png]



Звідси дістаємо такі стаціонарні точки: [image: image183.png]


.

            Знаходимо похідні другого порядку: [image: image184.png]Fx)=6x-2



. Підставляємо у вираз для [image: image185.png]


 знайдені значення [image: image186.png]


 і [image: image187.png]


:

[image: image188.png]F0)=-2<0; /@] =230



.

            Отже, [image: image189.png]


 є точкою максимуму, а [image: image190.png]


 - точкою мінімуму функції [image: image191.png]


, причому максимум і мінімум відповідно дорівнюють [image: image192.png]


.

            Достатня умова екстремуму функції двох змінних.
            Теорема. Нехай в околі критичної точки [image: image193.png]


 функція [image: image194.png]z=flxy)



 має неперервні частинні похідні до другого порядку включно. Розглянемо вираз

[image: image195.png]D)= Faln ) £olw)- L]



.

            Тоді

1) якщо [image: image196.png]D(xg.yp >)



, то в точці [image: image197.png](xo:70)



 функція [image: image198.png]Flxy)



 має екстремум; максимум, якщо [image: image199.png]


, і мінімум, якщо [image: image200.png]


,

2) якщо  [image: image201.png]Dix,y) <0



, то в точці [image: image202.png](xo:70)



 функція [image: image203.png]Flxy)



 екстремуму не має.

У випадку , коли [image: image204.png]Dix,x0)=0



, екстремум в точці [image: image205.png](xo:70)



 може бути, може і не бути.

            Приклад. Знайти екстремум функції [image: image206.png]


.

            Р о з в ’ я з о к. Знаходимо критичні точки функції [image: image207.png]


:

[image: image208.png]



            Функція [image: image209.png]


має дві критичні точки: [image: image210.png]M,(0,0), M,{11)



.

            Знаходимо  частинні похідні другого порядку:

[image: image211.png]



            Дослідимо характер першої критичної точки [image: image212.png],{0,0)



:

[image: image213.png]D{0,0)=-9 <0



.

Отже, в точці [image: image214.png],{0,0)



 функція не має ні максимуму, ні мінімуму.

            Дослідимо характер другої точки [image: image215.png]M)



:

[image: image216.png]



            Оскільки [image: image217.png]


, то в точці [image: image218.png]M)



 функція [image: image219.png]


 має мінімум: [image: image220.png]


.

6.15.3. Знаходження найбільшого і найменшого значень функції
1. Нехай на відрізку [image: image221.png]


 задана неперервна функція [image: image222.png]


, яка за теоремою Вейерштрасса на даному відрізку сягає  свого найбільшого і свого найменшого значення. Проте теорема Вейерштрасса не дає способу знаходження тих точок відрізка [image: image223.png]


, в яких функція дорівнює своєму найбільшому (найменшому) значенню. Теорема тільки стверджує, що такі точки існують. Це можуть бути як внутрішні точки відрізка, так і його кінці.

Щоб знайти найбільше (найменше) значення неперервної функції на відрізку [image: image224.png]


, треба знайти максимуми і мінімуми і порівняти їх із значеннями функції, яких вона набуває на кінцях відрізка. Найбільше (найменше) число серед утвореної множини і буде найбільшим  (найменшим) значенням функції, заданої на відрізку [image: image225.png]


.

            Приклад.        Знайти найбільше і найменше значення функції [image: image226.png]Flx)=2x 32— 12241



 на відрізку [image: image227.png]


.

            Р о з в  ’я з о к. Знаходимо стаціонарні точки. Для цього обчислимо похідну  [image: image228.png]Fx)=6x"-6x-12.



 Прирівнюючи цю похідну до нуля і розв’язуючи рівняння

[image: image229.png]


,

дістаємо стаціонарні точки [image: image230.png]


.

            Точок, в яких похідна не існує, немає.

            Обчислимо значення функції в точках [image: image231.png]


(ці точки належать відрізку [image: image232.png]


), а також на кінцях відрізка, тобто в точках [image: image233.png]


. Маємо

[image: image234.png]FEn=8 72)=-19, s-2)=-3 /[2]:—16,5.




            Отже, найбільше значення становить [image: image235.png]


, найменше -[image: image236.png]




 INCLUDEPICTURE "D:\\Vitaliy\\Хмельниць\\UNPACK\\dn\\k014\\24_files\\image152.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image237.png]F(2)=-19.




            Щоб знайти найбільше (найменше) значення функції [image: image238.png]


 замкненій області [image: image239.png]


, потрібно знайти значення функції у всіх критичних точках і порівняти їх з найбільшими (найменшими) значеннями функції на границях області: найбільше і найменше із цих значень і буде найбільшим і найменшим значенням функції в даній області.

            Приклад.        Знайти найбільше і найменше значення функції [image: image240.png]24 -x-y)




 в трикутнику (рис. 6.14), обмеженому прямими [image: image241.png]


.

            Р о з в ’ я з о к.

            Знайдемо критичні точки функції:

[image: image242.png]Edbd

- 3 - 29)= (8- 31— 2)



;

                     [image: image243.png]=x24-x-2y)



;

                    [image: image244.png]o(8-3x-2y)=0;
24— x-2y)





Оскільки в даній області [image: image245.png]


, то

[image: image246.png]



У критичній точці [image: image247.png]M{2:1)



функція приймає значення

[image: image248.png]


.

[image: image249.png]


              

                   Рис.6.12

            Дослідимо поведінку функції на границях області.

            На прямих [image: image250.png]


 і [image: image251.png]


. На прямій [image: image252.png]


 ця функція є функцією однієї змінної [image: image253.png]


, оскільки [image: image254.png]


;

[image: image255.png]z=x%(6- x4 —x+x-6)=222(x—6), xe[0;6]



.

            Знайдемо найбільше і найменше значення функції [image: image256.png]22 (x—6)




 на відрізку [image: image257.png]


:

[image: image258.png]%: 23 ~12x) 322125 =0





            Критична точка [image: image259.png]


. В цій точці [image: image260.png]


. На кінцях відрізка [image: image261.png]


. Отже, функція [image: image262.png]


 досягає найбільшого значення в точці [image: image263.png]M{2:1)



, а найменшого – в точці [image: image264.png]Mof4,2)



. Найбільше значення [image: image265.png]


, найменше значення [image: image266.png]


.

            Зауваження. До знаходження відповідно найбільшого чи найменшого значення певної функції зводиться цілий ряд практичних задач.

