Пошукова робота на тему:

Інтегрування виразів, що містять тригонометричні функції. Приклади первісних, що не є елементарними функціями. Використання таблиць неозначених інтегралів.

	План
· Інтегрування виразів, що містять тригонометричні функції 

· Інтеграли вигляду 
· Інтеграли вигляду [image: image1.png][ R(x)in xdx | Rlxharctgxdn, | R(x)arcsin xdx




· Інтеграли вигляду [image: image2.png][sin*? xcas™ xdx,




·        Інтеграли вигляду  [image: image3.png]Loy = [cos™ xdx




· Інтеграли вигляду[image: image4.png]


([image: image5.png]


 - ціле, додатне число) 

· Інтеграли вигляду [image: image6.png]Jsin* xcos™ xdx




8.3.9. Інтегрування трансцендентних функцій
а) Усі інтеграли вигляду [image: image7.png][R(g*)dx



 інтегруються в замкненому вигляді. Тут [image: image8.png]


  - символ раціональної функції. Справді, підстановка [image: image9.png]


 зводить цей інтеграл до вигляду [image: image10.png]dt
]R(t)T




Приклад. [image: image11.png]e’dx
=[=




За допомогою заміни [image: image12.png]


інтеграл перетворюється в такий : 

[image: image13.png]tdt
W+

dt
+1

=l +D+C =ln(e" +D+C.





б) [image: image14.png]7 ] R(sin x,cos x)dx.



 Як уже зазначалося, інтеграли [image: image15.png]IR,(X,« lax +bx +c)dx



зводяться до розглядуваного. Тому інтеграл [image: image16.png]


 нас цікавить не тільки сам по собі, а й  у зв’язку з тим, що й інші інтеграли зводяться до нього. 

Усі інтеграли типу [image: image17.png]]R(sm xeosx)dx



інтегруються в замкненому вигляді. Підстановка [image: image18.png]


 перетворює інтеграл у такий:[image: image19.png]]R(zn -




тобто до інтеграла, розглянутого в п.9.8. 

Ймовірно, що способи інтегрування заданого інтеграла в розумінні більшої або меншої трудності залежатимуть від характеру функції [image: image20.png]Rlu,v)



: парна чи непарна вона за змінною [image: image21.png]


 або [image: image22.png]


, або і [image: image23.png]


 і [image: image24.png]


 , або, можливо, і не володіє цими властивостями. Нехай

[image: image25.png]Rlu,v)=—-R{-u,v}



 Очевидно, що в цьому випадку її можна подати

 у формі [image: image26.png]Rluv)= Ryl v




Якщо [image: image27.png]


то 

[image: image28.png]


 

Тому

[image: image29.png]Rsin x,c08 )dx = | R (1-cos” x.c0s ¥ sin xdx =

= {R,(l —cos? x,cosx)d cosx.




Звідси випливає така підстановка: 

[image: image30.png]cosx=ti ]R(sm xeosx)dx= [R,[(l M), )de



,

тобто  [image: image31.png]


- раціональна функція [image: image32.png]


.
Отже, якщо в разі заміни [image: image33.png]


на [image: image34.png]


підінтегральна функція змінює знак, то доцільно є підстановка [image: image35.png]


.

Цілком аналогічно, якщо в разі заміни [image: image36.png]


 на

[image: image37.png]


 то доцільною є

підстановка  [image: image38.png]


.

Розглянемо тепер випадок [image: image39.png]


тобто функція[image: image40.png]


є парною як за [image: image41.png]


, так і за [image: image42.png]


. Очевидно, що [image: image43.png]


.Якщо тепер знаки [image: image44.png]


 i [image: image45.png]


 замінити на протилежні, то[image: image46.png]


, тобто  [image: image47.png]


 є парною за [image: image48.png]


, тому

[image: image49.png]


. Вважаючи, що [image: image50.png]


, одержимо 

 [image: image51.png]]R(sm xcosx)dx = | R*(tgncos x)dx =




[image: image52.png]1
1+g°x

] R*(tgn, dx = ]R1 (tgn)dx.




Підстановка [image: image53.png]


 зведе інтеграл до вигляду [image: image54.png][ Rsin xo0s w)dx = ]Ri(t)l'j—ttz




Отже, у випадку [image: image55.png]


 доцільною є заміна змінної [image: image56.png]


.

Оскільки         [image: image57.png]


,  [image: image58.png]


,                      (8.26) 

то [image: image59.png]]R(sm xcosx)dx




,

тобто підстановка [image: image60.png]


 перетворить інтеграл до вигляду

[image: image61.png][ro;

2dt




.

Якщо [image: image62.png]Rlu,v)



 не задовольняє жодну із розглянутих умов, то [image: image63.png]]R(sm xcosx)dx



 інтегрується за допомогою підстановки [image: image64.png]


. Практично інтегруючи функцію [image: image65.png]


перш за все варто встановити, чи задовольняє вона хоча б одну з умов [image: image66.png]



[image: image67.png]



чи ні. Лише тоді, коли вона не задовольняє жодну, доцільно використати заміну [image: image68.png]


, яку називають універсальною.

Приклад. 1. [image: image69.png][ dx

alcostx+bisnlx



 

Оскільки в разі заміни [image: image70.png]


 на [image: image71.png]


і [image: image72.png]


  на [image: image73.png]


підінтегральна функція не змінює знака, то підстановка [image: image74.png]


 зведе інтеграл до вигляду

[image: image75.png]dt
& B
REw

T+ 1+¢

( I+

= L arergCign+C.
b ”




Приклад 2. [image: image76.png]


. 

Цей інтеграл не задовольняє жодної з указаних умов. Тому слід використати підстановку  [image: image77.png]


, яка зведе інтеграл до вигляду

 [image: image78.png]dt __2
@+b)+(@a-B)E a+




.

 Якщо [image: image79.png]


, то 

[image: image80.png]


.

Якщо [image: image81.png]


, то [image: image82.png]



[image: image83.png]



При [image: image84.png]


.

При [image: image85.png]


.

Приклад 3. [image: image86.png]sin’ x

costx

dx



.

Підстановка [image: image87.png]


. З її допомогою інтеграл перетвориться в

[image: image88.png]


.

в) Усі інтеграли вигляду

 [image: image89.png]| R(x)in x| R(x)arctgrdx | R(x)arcsin xdx,



де [image: image90.png]


- раціональна функція, інтегруються в замкненому вигляді. Цей висновок випливає з п.9.4.

г) Інтеграли вигляду  [image: image91.png]2k
Ly = [0 xd,




[image: image92.png]


([image: image93.png]


 - ціле, додатне число) можна проінтегрувати відповідно за допомогою підстановок [image: image94.png]



В результаті матимемо 

[image: image95.png]Jeas™ xd(sin z) = («/1—7)“.1: =[-2Ya





Аналогічно обчислюється і другий інтеграл.

д) Інтеграли вигляду [image: image96.png][sin*? xcas™ xdx,



 де[image: image97.png]


 - цілі невід’ємні числа, обчислюються, використовуючи формули тригонометрії для пониження степеня:

      [image: image98.png]sin'x= %(1—5115 2x), cos*x= %(1+cu52x)



           (8.27)

Тоді [image: image99.png]1
P

[sin® xcos™ xdx= [ (1= cos22)” (1+cos2x)dr.




Піднісши до степеня і розкриваючи дужки, одержимо інтеграли, що містять [image: image100.png]


 в парних і непарних степенях. Інтеграли з непарними степенями обчислюються, як показано у випадку  б). Парні показники степенів знову понижуємо за формулами (9.13). Продовжуючи так, дійдемо до інтегралів [image: image101.png]Jcosndx,



 які легко обчислюються.

            Якщо хоча б один з показників [image: image102.png]


від’ємний, то необхідно робити підстановку [image: image103.png]


 (або [image: image104.png]


).

            Інтеграли вигляду [image: image105.png]Jcos™ xaxi [ sin* xax



 можна 

проінтегрувати, застосовуючи формулу Муавра. Маємо:

[image: image106.png]


          (8.28)      

Звідси [image: image107.png]cos2kp == (u ) an 2kq;:%@”—v’”)




Далі обчислимо:

[image: image108.png]cost = (s Cha s R
a2 22 Lokl 2k 1
# G+ Gt v = e

6 PN S e R PN -

[2¢c0s 2kp + 2CY cos(2k - k)p + 205, cos(2k - p+..] =






 INCLUDEPICTURE "D:\\Vitaliy\\Хмельниць\\UNPACK\\dn\\k014\\35_files\\image094.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image109.png]



Аналогічно

[image: image110.png]sin® p= (2’221; [cos 2@ — Cy, cos(2k - 2+ CZ, cas(2k - 4)p—



            [image: image111.png]



Тепер уже інтегрування двох інтегралів здійснюється легко для будь-яких скінчених цілих [image: image112.png]


.

е) Усі інтеграли вигляду

[image: image113.png]| Alsin(esx + B), sin(eax+ Bl sin(esz+ B),
cos(Ax+ &)mmcos(yx +8,)ldx.




можуть бути представлені в замкненому вигляді, якщо функція [image: image114.png]


 є цілою раціональною функцією відносно синусів і косинусів величин, що стоять під знаком функції, а всі константи є дійсними числами.

Оскільки ціла раціональна функція будується лише на основі дій додавання, віднімання і множення ( зокрема піднесення до цілого додатного степеня ) , то кожний добуток двох множників можна подати у вигляді суми двох доданків на основі формул

       [image: image115.png]cos peosy = = (cos(p+w)+ cos(p—))

sin poosy =+ sin (p+1) +sin (p— )}

2
1

ool +w)-coslo-w)

sin psin g



               (8.29)

Застосовуючи  формули (8.29) послідовно до кожного члена, що є добутком кількох множників, функцію [image: image116.png]


 можна подати як лінійну комбінацію синусів і косинусів, аргументи яких є лінійними функціями [image: image117.png]


. Кожна така лінійна комбінація інтегрується елементарно. 

Приклад.[image: image118.png][ in(2x+ Beos” (3 - A)ax =
= [ sin(2x + 3cos(3x - 4)cos(3x - 4)dx =

_ % [(@in(5x 1)+ sin(- x+ T)eos(3n — a)ax =

:%[(m(sk7s)+m(zx+z)+m(zx+z)+m(74x+n)),zx:





 INCLUDEPICTURE "D:\\Vitaliy\\Хмельниць\\UNPACK\\dn\\k014\\35_files\\image102.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image119.png]%cus(&‘. —5)—cos(2x+ 3)+%ws(— 4x+1 1)] +C=





 INCLUDEPICTURE "D:\\Vitaliy\\Хмельниць\\UNPACK\\dn\\k014\\35_files\\image103.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image120.png]1 1 1
= 755115(&— 5)- ans(h +3)+ Ecas(zsx— 11)+C.




є) Усі інтеграли виглядів [image: image121.png]JelxkTax. [ O(x)sin(ox + B)dx,[ Qlx)cos(ex + B)ix,



де [image: image122.png]


 є довільними дійсними константами, а [image: image123.png]


 – довільний поліном, інтегруються у замкненому вигляді. 

Цей висновок випливає з п.8.3.8. 

ж) Інтеграли вигляду [image: image124.png]Jsin* xcos™ xdx



 за допомогою підстановки [image: image125.png]


 зводяться до інтегралів від біномінальних диференціалів [image: image126.png]


, які вже були розглянуті в п.8.3.8 є). Там також було з’ясовано, в яких випадках інтеграл від біномінального диференціала інтегрується в замкненому вигляді. Отже, інтеграл [image: image127.png]Jsin* xcos™ xdx



 виражається через елементарні функції, якщо 1)[image: image128.png]


 - ціле число; 2)[image: image129.png]


- ціле число; 3)[image: image130.png]


- ціле число.


