Курсова робота

на тему:

Операції на топологічних просторах

План

1. Підпростори.

2. Суми.

3. Добутки.

4. Фактор-простори та фактор-відображення.

Вступ

Темою моєї курсової роботи є операції на топологічних просторах, тобто методи побудови нових топологічних просторів із заданих. Ідеї топології беруть початок із робіт видатних математиків ХІХ ст.: Н. І. Лобачевського, Рімана, Пуанкаре, Френне, Кантора, Гілберта та Браура. Оформлення топології у самостійну область математики пов’язане із виходом у 1914р. книжки Ф. Хаусдорфа “Теорія множин“.

Розділ 1 присв’ячений підпросторам. Тут ми вивчаємо звуження і продовження неперервних відображень та функцій. Важливим результатом є теорема Тітце-Урисона.

У розділі 2 описано суми топологічних просторів, які вперше появилися у роботі Тітце у 1923р. Застосування операції суми інколи спрощує доведення та розв’язання прикладів.

У третьому розділі я розглядаю операцію добутку. Порівняно із іншими операціями на топологічних просторах, добуток приводить до найбільш цікавих теорем, прикладів і задач. Френе першим розглядав декартів добуток абстрактних просторів 

Фактор-простори вперше появилися у роботі Мора і Александрова. Ці автори вивчали частинний випадок, коли фактор-простір породжується напівнеперервним зверху розбиттям. Мор вивчав тільки розбиття площини на континууми.

1. ПІДПРОСТОРИ

Топологічним простором називається пара
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,яка складається із множини X і деякої сім’ї 
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 підмножини множини X і, яка задовольняє наступні умови:
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Нехай задано деякий топологічний простір X і множину 
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випливає, що виконані також і умови2) і 3)).

Взявши сім’ю 
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відкрита в X},як сім’ю відкритих множин в М, ми визначаємо на М топологію. Множина М з цією топологією називається підпростором простору X, а сама топологія називається індукованою топологією або топологією підпростору.
1.1.Твердження. Нехай X — топологічний простір і М — його підпростір. Множина 
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 замкнена в М тоді і тільки тоді, коли 
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 множини 
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в просторі М і замикання 
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 множини А в просторі X пов'язані рівністю 
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Доведення. Якщо 
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замкнена в М як доповнення до відкритої множини. Навпаки, якщо А — замкнена підмножина М, то 
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 відкрита в X, а це означає,що 
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де Р = Х\и замкнене в X.
За означенням оператора замикання 
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 дорівнює перетину всіх замкнених підмножин простору М, що містять А, тобто всіх множин вигляду 
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.Звідси отримаємо рівність 
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1.2. Твердження. Нехай М — підпростір простору X і
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; дві визначені на L топології — топологія підпростору простору М і топологія підпростору простору X — співпадають. 
Підпростір М простору X називається його замкненим підпростором, якщо множина М замкнена в X. Якщо М — замкнений підпростір простору X, то множина 
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 замкнена в М тоді і тільки, коли вона замкнена в X, тоді 
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 відкрита в М тоді і тільки тоді, коли вона відкрита в Х.

Для кожного топологічного простору X і кожного його підпростору М формула 
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 визначає відображення М в X. Оскільки 
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,то це відображення неперервне. Відображення 
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 називається вкладенням підпростору М в простір X. Топологія підпростору співпадає з топологією, породженою відображенням 
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 множини М в топологічному просторі X. Вкладення 
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 замкнене (відкритий) в тому і лише тому випадку, якщо підпростір М замкнений (відкритий).
Для кожного відображення 
[image: image47.wmf]U

®

C

:

f

 і кожного підпростору М простору X композиція 
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 є неперервним відображенням простору М в простір У. Це відображення називається звуженням відображення f на 
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.Оскільки композиція замкнених (відкритих) відображень є замкнутим (відкритим) відображенням, то звуження замкненого (відкритого) відображення на замкнуту (відкриту) множину 
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Звуження відображення 
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визначається як відображення підпростору М в множину
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Ще одним різновидом звуження є звуження відображення 
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 визначене як відображення підпростору 
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Формули, які відносяться до образів і прообразів при звуженнях:
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1.3.Теорема. Для будь-якого
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- простору X наступні умови рівносильні:
1) Простір X є спадковим.
2) Кожен відкритий підпростір простору X нормальний.
3) Для кожної пари відокремлених множин А,
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 існують відкриті множини U, 
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Доведення .Те, що з 1) випливає 2) очевидно. Покажемо, що 2)=>3). Нехай множини А,
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М. Замикання множини А і В М не перетинаються. Отже, М- нормальне, то існують відкриті в М множини U,V такі, що 
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.Оскільки М — відкритий підпростір простору X, то множини U і V відкриті в X.

Для завершення покажемо, що 
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.Нехай М — довільний підпростір простору X і А,
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 — пари замкнених підмножин в М, які не перетинаються. Очевидно, що А і В відокремлені в X, тоді  існують відкриті множини U, 
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Нехай для відображення
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,яке є визначене на підпросторі М простору X, існує відображення 
[image: image100.wmf]U

®

C

:

f

,таке, що 
[image: image101.wmf]f

F

=

M

.Тоді f неперервно продовжується, або, продовжується на простір X; відображення f називається продовженням відображення f на X. Не всяке неперервне відображення, визначене на деякому підпросторі, має неперервне продовження на весь простір. Лема Урисона може бути переформульована як така теорема. Лема Урисона стверджує, що якщо який-небудь підпростір М нормального простору X може бути представлена як об'єднання двох неперетинних підмножин А і В, замкнених в X, то функція
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неперервно продовжується на Х.

1.4.Теорема Тітце — Урисона. Кожна неперервна функція , задана на замкненому підпросторі деякого нормального простору X, разом із  значеннями в I або
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  неперервно продовжується на X.
Доведення. Перш за все доведемо нашу теорему для функцій з X в І. Розглянемо випадок 
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Насправді, множина 
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 не перетинаються і замкнені в М ,а це означає,що вони замкнені в X, і, за лемою Урисона, існує така функція
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Визначимо тепер по індукції послідовність 
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Щоб отримати 
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 ми отримаємо функцію 
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Із (3) випливає ,що формула 
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 визначає неперервну функцію 
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Розглянемо функцію 
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3. ДОБУТКИ
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3.2. Твердження. Якщо 
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Доведення. Вважатимемо, що 
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Доведення. 
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тобто якщо для кожного 
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3.4. Наслідок. Множина 
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3.5. Твердження. Відображення f топологічного простору X в добуток 
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3.6. Твердження. Нехай 
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добуток асоціативний.

Доведення. Поставимо у відповідність точці 
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3.7. Твердження. Нехай 
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3.8.Приклад. Нехай п — додатне ціле число; простір 
[image: image341.wmf]n

R

 — добуток п прямих — називається евклідовим п-вимірним простором. Простір 
[image: image342.wmf]n

I

 —добуток п замкнених одиничних відрізків — називається одиничним п-вимірним кубом. Якщо 
[image: image343.wmf]mn

>

, то підпростір простору 
[image: image344.wmf]m

R

, що складається зі всіх точок, у яких останні 
[image: image345.wmf]mn

-

 координат рівні нулю, гомеоморфний простору 
[image: image346.wmf]n

R

, тобто 
[image: image347.wmf]n

R

 вкладемо в 
[image: image348.wmf]m

R

 при 
[image: image349.wmf]mn

>

. Підпростір простору 
[image: image350.wmf]1

n

R

+

, що складається зі всіх точок 
[image: image351.wmf](

)

121

,,,

n

xxx

+

K

, таких, що 
[image: image352.wmf]222

121

1

n

xxx

+

+++=

K

, називається одиничною п-вимірною сферою і позначається 
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Нехай задані топологічний простір X, сім’я 
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3.9.Наслідок. Перша і друга аксіоми зліченності є 
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3.10. Теорема Хьюїтта — Марчевського — Пондіцері. Якщо 
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Доведення.Припустимо, що простори 
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[image: image426.wmf](

)

2

m

Dm

éù

ëû

, тобто для кожної непорожної відкритої множини 
[image: image427.wmf]t

tT

VY

Î

Ì

Õ

 перетин 
[image: image428.wmf]V

A

I

 непорожня. Виберемо точки 
[image: image429.wmf]12

,,...,

kij

tttTtt

Î¹

 при 
[image: image430.wmf]ij

¹

, і точки 
[image: image431.wmf](

)

1,2

,...,

k

yyyDm

Î

 такі, що 
[image: image432.wmf](

)

1

1

k

ti

i

i

pyV

-

=

Ì

I

. Оскільки Т-гаусдорфів простір ,то існує така сім’я 
[image: image433.wmf]{

}

12

,,,

k

UUU

Î

K

Γ

, що 
[image: image434.wmf]ii

tU

Î

 для 
[image: image435.wmf]1,2,...,

ik

=

. Функція f із Т в 
[image: image436.wmf](

)

Dm

, визначається формулою


[image: image437.wmf](

)

(

)

112

,1,2,,,

\

ii

k

y

приtUik

ft

y

приtTUUU

Î=

ì

ï

=

í

Î

ï

î

K

UUKU


належить обом множинам А і V, тобто 
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3.11. Твердження.У добутку сепарабельних просторів будь-яка сім’я попарно неперетинних непорожніх відкритих множин є зліченна.

Обмеження числа співмножників в теоремі Хьюїтта - Марчевського - Пондіцері є важливим.

3.12. Лема. Якщо відображення 
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Доведення. Достатньо показати, що для кожної замкненої множини 
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Під графіком відображення 
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 простору X в У розуміють підмножину добутку 
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Простір X називається універсальним для всіх просторів, що володіють даною топологічною властивістю 
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Тіхоновській куб ваги 
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3.13. Теорема. Тихонівській куб 
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 є універсальним для всіх тихонівських просторів ваги 
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Доведення. Замкнений одиничний інтервал 
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Покажемо, що кожен тихонівський простір X ваги 
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Оскільки X — тихонівський простір, то сім’я всіх функціонально відкритих множин є базою простору X. Існує така база 
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3.14. Теорема. Олександрівський куб 
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3.16. Твердження. Декартовий добуток 
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І навпаки, нехай 
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3.17.Твердження. Нехай відображення 
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Доведення. Достатньо показати, що якщо 
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3.18. Твердження. Якщо 
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4. ФАКТОР-ПРОСТОРИ І ФАКТОР-ВІДОБРАЖЕННЯ 
Нехай X — топологічний простір і Е — деяке відношення еквівалентності на множині X. Позначимо через Х/Е множину всіх класів еквівалентності відношення Е, а через 
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 — відображення множини X на Х/Е, поставивши у відповідність кожній точці 
[image: image569.wmf]x

ÎC

 її клас еквівалентності 
[image: image570.wmf]/

x

ÎCE

éù

ëû

. Нехай відображення 
[image: image571.wmf]q

 - неперервне. У класі всіх топологій на Х/Е, відносно яких 
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 неперервне, існує найтонша: це сім’я всіх множин і, таких, що
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 відкритий в X. Ця топологія називається фактор-топологією, множина Х/Е, задана цією топологією, називається фактор-простором, а 
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 —звичайним факторним відображенням 

4.1. Твердження. Множина 
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 у фактор-просторі Х/Е замкнена тоді і тільки тоді, коли 
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 — замкнена підмножина простору X.
Доведення. Твердження випливає з рівності 
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4.2. Твердження. Відображення 
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 фактор-простору 
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Доведення. Нехай 
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Нехай X і У — топологічні простори і 
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 — неперервне відображення X на У. Розглянемо відношення еквівалентності 
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Неперервне відображення 
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4.3. Твердження. Для відображення 
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 топологічного простору X на топологічний простір У рівносильними є наступні умови:
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2. Множина 
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Доведення. Нехай 
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 замкнене в X, тому множина 
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4.4. Наслідок. Композиція двох фактор відображень є фактор відображення.
4.5. Наслідок. Будь-яке взаємно однозначне факторвідображення є гомеоморфізмом.
4.6. Наслідок. Факторвідображення 
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 замкнена (відкрита) для будь-якого замкненего (відкритого) 
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4.7. Твердження. Фактор-простір деякого фактор-простору простору X є фактор-простором простору X.
Точніше, якщо Е — відношення еквівалентності на просторі X, а 
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4.10. Твердження. Якщо 
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4.11. Твердження. Нехай для будь-якого 
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4.12. Приклад. Нехай 
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5. ГРАНИЦІ ЗВОРОТНИХ СПЕКТРІВ
Нехай 
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— направлена множина, і нехай кожному 
[image: image690.wmf]s

Îå

 поставлено у відповідність топологічний простір 
[image: image691.wmf]X

s

. Нехай, для будь-яких 
[image: image692.wmf]s

, 
[image: image693.wmf]r

Îå

, таких, що 
[image: image694.wmf]rs

£

, визначене неперервне відображення 
[image: image695.wmf]:

s

rsr

p

C®C

. Нехай, крім того, 
[image: image696.wmf]sss

trt

ppp

=

 для будь яких 
[image: image697.wmf],,

str

Îå

, таких, що 
[image: image698.wmf]trs

££

 і 
[image: image699.wmf]X

id

s

s

s

p

=

 для кожного 
[image: image700.wmf]s

Îå

. Тоді, сім’я 
[image: image701.wmf]{

}

,,

SX

s

sr

p

=å

 є зворотним спектром просторів 
[image: image702.wmf]X

s

; відображення 
[image: image703.wmf]s

r

p

 називаються зв'язуючими відображеннями зворотного спектру 
[image: image704.wmf]S

.
Зворотний спектр 
[image: image705.wmf]{

}

,,

i

ij

SXN

p

=

, де N — множина всіх додатних цілих чисел із звичайним порядком, називається зворотною послідовністю і позначається 
[image: image706.wmf]{

}

,

i

ij

X

p

.
Нехай 
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5.1. Твердження. Границя зворотного спектру 
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Доведення. Для будь-яких
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Границя зворотного спектру абсолютно нормальних просторів не обов’язково буде нормальною. Проте границя зворотної послідовності абсолютно нормальних просторів є абсолютно нормальною. Цей останній висновок невірний для нормальних або спадково нормальних просторів 

5.2.Приклад. Нехай 
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5.3. Твердження. Всякий замкнений підпростір А границі X зворотного спектру 
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5.4. Теорема. Нехай 
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[image: image767.wmf],,

srrs

¢¢¢¢¢

ÎE£

 і 
[image: image768.wmf]{

}

,,

SY

s

sr

p

¢

¢¢

¢¢

=å

. Відображення зворотного спектру 
[image: image769.wmf]lim

S

¬

¢



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image770.wmf]S

 в зворотний спектр 
[image: image771.wmf]S

¢

 є сім’я 
[image: image772.wmf]{

}

,

f

s

j

¢

 така, що складається з функції 
[image: image773.wmf]:

j

¢

å®å

такої, що множина 
[image: image774.wmf](

)

j

¢

å

 конфінального 
[image: image775.wmf]å

, і неперервних відображень 
[image: image776.wmf](

)

:

fY

ss

js

¢¢

¢

C®

, визначених для всіх 
[image: image777.wmf]s

¢¢

Îå

 і таких, що 
[image: image778.wmf](

)

(

)

ff

js

s

rsr

jr

pp

¢

¢

¢¢¢

¢

=

. Будь-яке відображення зворотного спектру 
[image: image779.wmf]S

 в зворотний спектр 
[image: image780.wmf]S

¢

 індукує неперервне відображення границі 
[image: image781.wmf]lim

S

¬

 в 
[image: image782.wmf]lim

S

¬

¢

. Щоб переконатися в цьому, розглянемо відображення 
[image: image783.wmf]{

}

,

f

s

j

¢

 зворотного спектру 
[image: image784.wmf]{

}

,,

SX

s

sr

p

=å

 в 
[image: image785.wmf]{

}

,,

SY

s

sr

p

¢

¢¢

¢¢

=å

. Для нитки 
[image: image786.wmf]{

}

lim

xxS

s

¢

¬

=ÎC=

 і кожного 
[image: image787.wmf]s

¢¢

Îå

 покладемо 
[image: image788.wmf](

)

(

)

yfx

js

ss

¢

¢¢

=

, одержана таким чином точка 
[image: image789.wmf]{

}

yY

ss

s

¢¢

¢¢

Îå

Î

Õ

 є нитка, тобто 
[image: image790.wmf]{

}

lim

yYS

s

¢

¬

¢

Î=

. Дійсно, для будь-яких 
[image: image791.wmf],,

srrs

¢¢¢¢¢

ÎE£

, маємо, в силу (4) і (5),


[image: image792.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

yfsfsfsy

js

ss

s

jsjsjs

rrsrrr

jr

ppp

¢

¢¢

¢

¢¢¢

¢¢¢¢¢¢

¢

====

.
Поставимо у відповідність точці 
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5.5. Твердження. Нехай 
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5.6. Теорема. Для будь-якого відображення 
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