Реферат на тему:
Поняття ймовірності
А чи грає Творець в кості?

а) Класичний Детермінізм Лапласа.
В праві ці процеси, що відбуваються, повністю визначаються станом системи та сукупністю вимушуючи сил.

Тобто якщо задати координати та імпульси усіх атомів і молекул в даний момент часу і вказати усі сили взаємо дій між ними, можна вказати стан системи в довільний момент часу.

Розв’язок диференціальних рівнянь Ньютона дозволяє визначити стан системи не тільки в майбутньому а і в далекому минулому аж до моменту створення світу.

А чи можна це здійснити? В рамках класичної механіки виступає задача отримання розв’язку з дуже великої кількості рівнянь.

Адже кожне рівняння описує зміну стану одного атома (чи молекули). Зрозуміло, що і визначити стан системи в даний момент часу, тобто встановити сукупність(хі;рі)для всіх атомів, теж проблематично.

Але, оскільки атомів в принципі скінчена кількість то, взагалі кажучи можна передбачити і вивчити не тільки минуле але й майбутнє.

А чи це так? Виявляється, що ні. Це і є класичний детермінізм Лапласа. І повя’язано це з наявністю скінченого хоча і дуже малого порогу точності вимірювальних приладів.

!(При малих розмірах за? є квантова механіка)!. Оскільки самим малим по розміру вимірювальним приладом є кванти світла то, очевидно, що точно визначити  координату і швидкість (імпульс тіла), неможливо. Існує співвідношення невизначення Гейзенберга.

∆х ·∆р ≥ ħ

Яке стверджує, що спроба точно визначити координату частки (∆х = 0) приводить до неможливості в принципі встановити ∆р → ∞. А раз так, то в принципі неможливо точно встановити початкові координати та імпульси, а отже однозначно передбачити поведінку системи.
В цьому й полягає принцип непізнаності нашої природи, життя, людини.

б) Детерміновані і випадкові величини.

Якщо система описується класичною механікою то ясно, що наявність повної сукупності умов “S” та стартового стану передбачає однозначний стан в майбутньому в довільний момент часу. Така система детермінована і в ній виконується причинно-послідовний зв’язок. Тобто Творець в кості не грає. Однак часто ми не можемо врахувати всі діючі умови S, а модель (теоретична) яка описує (S с “S”) враховує основну сукупність умов залишаючи поза увагою слабі не суттєві взаємодії сили і т.п.


При цьому зрозуміло, що повторюючи багатократно в одних і тих же умовах S′,

Ми отримаємо дещо різні кінцеві стани системи, різні параметри, які будуть близькими до точного розв’язку системи з врахуванням “S”.


Повторення досліду в одних і тих же самих умовах (стартовий стан також один і той же) називається проведенням досліду.

Наприклад. Стрілець вистрілює кулі в мішень, що поділена на дві частини. Дослід випробуванням, є постріл. Попадання в ту чи іншу область− подія. Події називають не сумісними, якщо поява однієї абсолютно виключає появу іншої. 

 
Наприклад при підкиданні монети або герб або номінал.


Кілька подій створюють повну групу, якщо в результаті випробування реалізується хоча би одна із них.


Доречі, якщо події попарно не сумісні то в результаті випробування тільки одна подія відбудеться.


Події рахуються рівно можливими, якщо можна сказати, що кожна із них не є більш можливою ніж інші.


Наприклад грані кубиків гри в кості.

в) Класичне визначення ймовірності.


Розглянемо приклад. Нехай подією є вхідні дзвінки по домашньому телефону. Зрозуміло, що частіше всього вам дзвонять знайомі люди. Значно рідше не знайомі. Тобто, якщо є дзвінок, то швидше всього дзвонять знайомі. А чи можна цей факт охарактеризувати числом?


Поява одного дзвінка елементарною подією. Нехай наявність зовнішнього дзвінка є подією типу А, якщо дзвонять родичі. 

Коротка історична довідка.

Природно, що основною задачею, яка висувалась до Теорії ймовірностей це задача розробка теорії ігор, “Азартних ігор”. В XVI-XVII ст. працювали Кардано, Гюгенс, Паскаль, Ферма та ін.


Як виявилось при великому числі випробувань усі випадкові процеси починають описуватись одним і тим же законом, так званим законом “великих чисел”. Цей закон вперше був доведений як теорема Якобі Бернуллі (1654-1705) рр.

Подальший розвиток Теорії ймовірностей належить Муавру, Лапласу, Гаусу, Пуассону та іншим. Новий крок в Теорії ймовірностей належить Чебишеву П. Л. (1821-1894) та його учням Маркову (1856-1922) та Ляпунов (1857-1918). Серед визначних радянських вчених слід відзначити Колмогарова, Хінчина, Смірнова.


Тоді елементарними подіями ώ1, ώ2, … , ώn є дзвінки родичів, ώn+1 … ώn,− знайомих ώn+1 … ώk− незнайомих.


Ясно, що вся сукупність подій володіє повнотою. Бо обов’язково або родич, або знайомий, або незнайомий. 


Нехай родичів N, знайомих М, незнайомих, що можуть подзвонити К.


Ясно, що 

│K│<│N│<│M│.

Зрозуміло, що подія А реалізується, якщо подзвонять один із ω1, …, ωn при чому байдуже хто саме.


Так от. Відношення числа результатів випробування, сприятливих до події А, до числа всіх рівноможливих , попарно не сумісних результатів випробовування називається Імовірністю події А. тобто із 1000 дзвінків, 23 родичі, тоді ймовірність дзвінка родичів “А” рівна 

Р(А) = N(A)/N0 =23/1000







(1)

Де N0= M+N+K0
Приклад: У ящику 10 куль, 5- чорних, 1- біла, 4- червоні. Тоді імовірність втягувати червону кулю. 


р(червону)=4/10. це легко зрозуміти пронумерувавши кулі.

      Приклад 1. Навмання взятий номер телефону складається з 5 цифр. Яка ймовірність того, що ці числа різні (подія А),(однакові В),(непарні С).

       Розв’язання . Оскільки у п’ятизначному числі на кожному місці стоїть люба із 0….9 чисел то кількість різних комбінацій (з повторами ) 105 . Якщо числа без повторів то 10 • 9 • 8 • 7 • 6.

       Шукана ймовірність 
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Приклад  2.  Група яка складається з 8 осіб сидить за круглим столом. Яка ймовірність того, що дві певні особи сидітимуть поруч (А)? Ясно, що перенумерувавши стільці існує N=8! можливих різних варіантів посадки людей.


Якщо посадити виділених людей на стільці 1*2(2*1) то інші люди розмістяться  6! варіантами. Оскільки стільці (12) можуть бути іншою парою, то  таких вибраних різних пар є 8. Тоді кількість різних варіантів посадки буде

N(A)=2*8*6!

Тоді імовірність події “A”

P(A)=
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Властивості імовірності подій

1. Ймовірність достовірної події, тобто яка обов’язково відбувається рівна 1. Наприклад є 10 шарів чорних, визначити ймовірність витягнути чорний шар (А).

Р(А)=
[image: image6.wmf]10
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2. Ймовірність неможливої події рівня “0”. В корзині лише чорні шарфи. Визначити ймовірність витягнути білий (В)

Р(В)=
[image: image7.wmf]10
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3. Ймовірність випадкової події, тобто (С) є додатнє число, що задовольняє нерівність

0≤Р(С)≤1.

1. Основні формули комбінаторики.

При обчисленні ймовірності дискретних подій необхідно користуватись одним із розділів “Дискретної математики”. Цей розділ має назву “Комбінаторика”.

1). Розміщення з повторами.

Нехай у нас задано деякий алфавіт. Це деякий базовий набір елементів, наприклад список студентів 2-го курсу ІТФ.

Нехай у нас є “n” предметів (алфавіт) різного виду 
[image: image8.wmf]x={x1… xn} з яких складаються набори довжиною “m”, m < n. Наприклад 3 x 1,x 2,x 5; x 1,x6,x7 ; і т. д. Такі набори називають розміщеннями з номерами із “n”  по “m”.

A
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2).Розміщення без повторів.

Якщо є x
[image: image10.wmf]Î
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3). Перестановки.

Нехай є множина x, |x|=N. Розглянемо вибірки – перестановки із “n” елементів по ”n” такі, які відрізняються лише розміщенням елементів.

Р
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Звертаю увагу !

Що всі елементи множини X різні!
(x1  x2  x3 )

             (x1  x3  x2 )     і т.д.

(x2  x1  x3 )

Всього “b”=3!=1*2*3

4). Комбінації без повторень.

Нехай дано сукупність різних елементів множини X={x1… xn}.Нас буде цікавити склад набору із ”m” елементів в яких порядок не істотній. Тобто наші набори відрізняються один від іншого лише складом а не порядком. Загальне число комбінацій буде 

С
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Якщо ж кількість вибірок буде значно відрізнятися від А
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 причому на число перестановок елементів.

Адже вибірки (x1 x2 x3 )  (x1 x3 x2) в “розміщенні” є різними а в комбінаціях однакові. Таких розміщень різних є “m”! Отже 

С
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Д).Відносна частота та стійкість відносної частоти появи подій

Існує ряд визначення неймовірності.

Якщо може відбратись в принципі “n” наслідків, причому події А сприяє  “m”,тоді

Р(А) =m/n;

Ясно, що події несумісні і можуть при випробуванні відбутись лише одна . Тобто існує швидкий набір різних елементарних подій w1…wn, n -  елементів.

Події типу А сприяє із заданого набору (w1…wn) лише  набір  wk…wk+m
       m
і  м
[image: image21.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image22.wmf]£
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тоді: Р(А)=m/n.


Введемо поняття відносної частоти подій. Нехай у нас відбулось n подій, причому подія А реалізувалась у м випадках. Тоді частота подій А виражається відношенням

W(A)=m/n; ясно, що m
[image: image23.wmf]<
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Що ж буде робитись з w(A)     якщо n
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        .Виявляється, що відносна частота володіє стійкістю

Lim w(A)=p(A)-е дуже важливо
Тобто, при багаторазовому п дослідів відносна частота наближається до імовірності даної події.

Статистичне визначення ймовірності подій


[image: image26.wmf]
. Наприклад набір результатів вимірювання розміру (одного і того ж) деталі, віддалі. Результати вимірювання миттєвого значення температури, тиску , і інгших величин. Тобто є події, для яких неможливо вказати певний набір елементарних подій. В цьому випадку саме класичне визначення „U” є проблемою.


Відмічений недолік можна подолати, якщо використати геометричне представлення визначення ймовірності, або чи скористатись статистичним визначенням ймовірності:

В якості статистичного визначення ймовірності визначають відносну частоту появи події або число, яке близьке до даної частоти. Все це є вірним, якщо число елементарних подій дуже велике.


Недоліком такого вираження є його ж однозначність. Адже для певного конкретного набору елементарних подій дане число різне. Тільки в границі воно давє ймовірність, якщо число елементарних випробувань → ∞.


Ж). Геометричпі ймовірності

Якщо випадкова величина неперервна і займає певний відрізок частини ﻠ   , даний об”єм ,  то можна ввести геометричну ймовірність , як відношення довжини відрізку (частини поверхні, об’єму) який сприяє появі події А до всеможливих значень параметру.

1 Для лінійного випадку
Нехай випадкова величина приймає значення, які належать відрізку L
Якщо при випробовуванні точка повинна  попасти на відрізок “l” то геометрична ймовірність попадання визначається

	Формула




Це справедливо лише в тому випадку, якщо на даному інтервалі L події рівнозмінні.

2. Для плоского випадку
де So – весь набір можливих значень. “S “ деяка виділена площа. Р – імовірність попадання точки в дану площадку „S”

Приклад 1 . Нехай задано дві площадки радіусами Ro I ri. Тоді ймовірність попадання точки в середній круг буде

	Малюнок і формула




Приклад 2  В сигналізатор поступають сигнали від двох пристроїв. Рівноможливо в довільний момент часу з відрізка часу Т. Моменти появи даних сигналів незалежні. Сигналізатор спрацьовує лише у випадку, якщо між моментами виникнення сигналів головна віддаль буде менша t<T.


Знайти ймовірність того, знайти ймовірність того, що сигналізатор спрацьовує на відрізку часу Т.

Розв’язок.


Нехай поява сигналу 1 пристрою прийде в момент часу 0 <X<T;

А поява 2 сигналу прийде в момент часу 0<y<T
Тоді головна область набуде вигляду

Сигналізатор спрацьовує якщо х-у<t.

Тобто коли точка попадає в заштриховану область А.

Тоді ймовірність спрацювання сигналізатора:

	


Як відношення двох площ.
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3) ТЕОРЕМА ДОДАВАННЯ ЙМОВІРНОСТЕЙ

Сумою (об’єднанням) двох подій А+В  А۷В називається подія С, яка реалізується у випадку коли відбуваються або подія А, або подія В, або обидві.

С = А+В (А۷В). В дискретній математиці застосовують позначення А۷В .

[image: image27.png]



Р(А)=
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Тобто сумою подій називають подію, яка рахується реалізованою, коли реалізується хоча б одна із подій, що входять в суму.

Якщо події А та В несумісні А∩В = 0 

[image: image30.png]00





То ймовірність сумарної події         Р(А+В)=Р(А)+Р(В)

Це реалізується для будь-якого числа незалежних несумісних подій. Зрозуміло, що повний набір елементарних подій створює універсум U.

P(U)=P(A1)….P(An)….=1 Оскільки потужність універсуму необмежена, тобто необмеженою але повною є група елементарних подій. При цьому, використовуючи геометричне представлення ймовірності цілком зрозумілим є Р(А)=
[image: image31.wmf])
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4)Множення подій.

Визначення: під множенням подій називають подію С=А*В таку, яка рахується, що відбулась коли відбулись події А та В.Вірніше хА ∩ хВ –область визначення. Події можна множити будь-яку кількість С=А*В*К*М і т. п.

1.Умовна імовірність.

При класичному визначенні імовірності говорилось, що подія при виконанні умов “S” може або відбутись або ні. Окрім цих умов “S” інших умов не передбачалось. Якщо інших умов не передбачалось то таку імовірність називають безумовною. При наявності обмежень-умовною.

Умовною  ймовірністю Ра(В) називається ймовірність події В якщо подія А відбулась. 

Наприклад1:
В коробці 3 білих кульки і 3 чорних. Із коробки послідовно виймають по одній кульці. Знайти ймовірність того, що витягнемо білу  кульку (В), якщо першою уже витягли чорну (А). 

Якщо чорну витягли, то залишилось 5 кульок із них 3 білих і дві чорних.
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Цей же результат можна отримати із умови 
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Де р(АВ)- ймовірність добутку події «А» появи чорної кульки в першій спробі 
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Тоді 
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Тому можна сформулювати наступну теорему:


Ймовірність сумісної появи двох подій рівна добутку ймовірності появи однієї із тих на умовну ймовірність іншої події, вважаючи, що перша уже відбулась. 

Р(АВ)=Р(А)*РА(В).

Наслідок:


Ймовірність сумісної появи кількох подій рівна добутку ймовірності однієї з них на умовно ймовірність всіх інших, при чому ймовірність всякої наступної події обчислюється в припущені, що усі попередні події відбулись.

Р(А1А2…Аn)=Р(А1)*Р(А2)…РА1А2…Аn-1

Замітимо, що порядок подій може бути вибраний довільним чином. 

Наприклад2:


У ящику 3 білих 5 чорних.

1) Знайдемо ймовірність того, що другим витягнемо білий (В), якщо перший був чорний (А).
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Тоді 
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2) Знайдемо ймовірність того, що другим витягнемо чорний В, якщо першим білий (А)
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Тобто Р(АВ)не залежить від послідовності подій.

2) Незалежні події. Теорема множення незалежних подій.

Подія В є незалежною від події А тоді, коли ймовірність події В не залежить від того, чи відбулась подія А чи ні. 

Наприклад3:


В ящику 3 білих і 5 чорних кульок.

Подія А – виймаймо чорну кульку.
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Але повернемо кульку назад в ящик. 

Подія В – виймаймо білу кульку. 
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 EMBED Equation.3  [image: image44.wmf]8

5

)

(

=

B

P


І повертаємо її перед спробою назад. 

Легко бачити що подія А та В незалежні. Тоді

             РА(В)=Р(В)


       Рв(А)=Р(А)

А раз так, то Р(АВ)=Р(А)*Р(В).

Приклад незалежних подій: вибір групою із 5-ти студентів екзаменаційних білетів. Після здачі іспитів білети повертаються і наступна група с 5 студентів є в повністю еквівалентних умовах, як і попередня. Ці події не залежать від послідовності проходження кожної групи. Ці подій незалежні.


Якщо ж РА≠Р(В) і Рв(А) ≠ Р(А) то події називаються залежними. Тобто ймовірність події РА(В) залежить від того чи відбулась подія А чи ні.

(19)      Протилежні події

Якщо повною групою подій є дві події А1 і А2. Тобто універсам U= А1 ( А2 то А2=Ā1. 

P(U)=P(А1+ Ā1 )=P(A1)+P(Ā1)=1

[image: image45.png]a2





   Наприклад: Стрілок вистрілює в мішень, є дві можливості реалізації: попав – подія А; не попав – подія Ā.

P(A)+P(Ā)=1.

   Часто ймовірність події Ā позначають 

q(A)=p(Ā); p(a)=q(Ā)


↑


не попав  в не мішень.

   N) Ймовірність появи хоча б однієї події

Нехай після спроби можуть появитись “n” подій. Повна група. Якщо ймовірність кожної події відомі, тобто відомі Р1,Р2,...,Рn тоді ймовірність появи хоча б однієї події незалежних в сукупності подій рівна

Р(А)=1-q1*q1*….* qn ; де q1=1-p1


Ймовірність того що жодна подія не реалізувалась!

  Якщо, коли р1=р2=...=рn то і q1=q2=…=qn
тоді P(А)=1-q1n.

0)Наслідки із додавання і множення.

1)Теорія додавання ймовірностей сумісних подій.

Якщо події сумісні, тобто їх геометрична інтерпретація має вид

[image: image46.png]



то очевидно, що ймовірність об’єднання подій

p(A(B)=p(A)+p(B)-p(AB)


(

бо площа А(В.

враховується два рази.

   Якщо події не сумісні то А(В=0 і, очевидно, р(А(В)=р(А)+р(В)
Наприклад. Ймовірність попадання в мішень снаряду з першої пушки р1 = 0,7 а з другої р2=0,8. Знайти ймовірність того, що мішень буде знищено, тобто в неї попаде хоча б один снаряд.

Р(А) – ймовірність першого

Р(В) – ймовірність попадання другого

Р(АВ) – ймовірн. Попадання і першого і другого.

Тоді шукана ймовірність 

P(A(B)=P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB)/

P(A)=0.7;  P(B)=0.8;  P(AB)=0.56 


(

Незалежні події

Тоді p(A(B)=0.7+0.8-0.56=0.94.

До речі попаданням хоча б одного: р(А+В)=1-q1q2=1-0.3*0.2=0.94

П) Формула повної ймовірності. Формула  Бейєса.

Нехай подія А може відбутись при виконанні появи при реалізації із несумісних подій В1, В2,...,Вn, які створюють повну групу. Нехай нам відома сукупність умовних ймовірностей 

р(А), р(А),..., р(А)


В1
В2
Вn
Як обчислити ймовірність події А?

Теорема .

   Ймовірність події А, яка може відбутись лише при умові реалізації однієї із несумісних подій В1, В2,...,Вn, що створюють повну групу, рівна сумі добутків ймовірностей кожної із даних подій та відповідну умовну ймовірність події А.

Тобто 

Р(А)=р(В)*р В1(А)+ р(В2)*рB2(А)+...+р(Вn)*pBn(A).

  Ця формула називається формулою повної ймовірності

Наприклад.
   Є два набора деталей.

В першому ймовірність вибору стандартної деталі 0.8, а в другому 0,9.

Знайти ймовірність того, що взята деталь буде стандартною. Ясно, що деталь можна взяти як із першого так із другого набору. 

Розв. Нехай подія “А” – вибрати стандартну деталь, подія В1 вибрана із  “1”наьору

Подія В2 – з другого.

   Ймовірність того, що деталь взята з “1”набору

Р(В1)=1/2; бо їх “2”

Аналогічно

Р(В2)=1/2.

Р(А)=1/2*0,8+1/2*0,9 – буде шукана ймовірність вибору стандартної деталі

Р(А)=0,85.

Як бачимо, в формулу входять різні гіпотези, або вийняли з “1” або з ”2”.

Р)Ймовірність гіпотез. Формула Бейеса.

   Нехай подія А може наступити при виконанні однієї із несумісних подій В1,...,Вn , що створюють певну групу. Оскільки наперед невідомо яка з подій реалізується то їх називають гіпотезою. Ймовірність появи події А

Р(А)=р(В1)*р В1(А)+ р(В2)*рB2(А)+...+р(Вn)*pBn(A).

Допустимо, що подія А відбулась. Тоді цікаво, які ймовірності рА(В1)..... рА(В2) з врахуванням того, що подія А відбулась.

   Спочатку визначимо ймовірність рА(В1). По теоремі множення (перерізу)

Р(АВ1)=р(А)*рА(В1)=р(В1) рв1(А)

Звідси слідує, що 

рА(В1)= (р(В1) рв1(А))/ р(А)=( р(В1) рв1(А))/( р(В1)*р В1(А)+ р(В2)*рB2(А)+...+р(Вn)*pBn(A))

Аналогічно підраховується ймовірність події рА(Ві)
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