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1.Вступ.
Математика в самому загальному смислі слова має справу з визначенням і використанням символічних моделей. Математична модель охоплює клас невизначених(абстрактних, символічних) математичних об’єктів і відношення між цими об’єктами .

Математична модель буде відтворювати відповідним чином вибрані сторони фізичної ситуації, якщо можна встановити правила відповідності, що зв’язують специфічні фізичні об’єкти і відношення з визначеними математичними об’єктами і відношеннями.

Визначальні властивості математичних моделей представляють собою більше чи менше безпосередні абстракції фізичних процесів.

Напівпрості і прості кільця являються алгеброю моделей з двома визначальними операціями. В даній курсовій роботі розглянемо, що собою являють напівпрості і прості кільця.

Непорожня множина K, на якій визначено операції додавання і множення, називається кільцем, якщо виконуються такі умови:

a) множина K є адитивною абелевою групою;

b) множина K є мультиплікативною півгрупою;

c) операція множення дистрибутивна відносно додавання, тобто 

[image: image1.png]


 a, b, с [image: image2.png]


 K

(a+b)c=ac+bc ,c(a+b)=ca+cb.

Позначається кільце так (K, +, *).

Кільце R називається напівпростим, якщо 1[image: image4.png]


0 і R напівпростий як лівий модуль над собою.

Кільце R називається простим, якщо воно напівпросте і має лише один клас простих лівих ідеалів відносно ізоморфізму.

1. Поняття кільця. Приклади кілець.
Означення2.1: непорожня множина K, на якій визначено операції додавання і множення, називається кільцем, якщо виконуються такі умови:

d) множина K є адитивною абелевою групою;

e) множина K є мультиплікативною півгрупою;

f) операція множення дистрибутивна відносно додавання, тобто 

[image: image6.png]


 a, b, с [image: image8.png]


 K

(a+b)c=ac+bc ,c(a+b)=ca+cb.

Позначається кільце так (K, +, *).

Група є адитивною відносно операції додавання. Відносно операції множення група є мультиплікативною.

Означення2.2: кільце, в якому для будь-якого ненульового елемента a існує обернений називається тілом. 

Означення2.3: тіло, в якому операція множення комутативна, називається полем.

Означення2.4: якщо операція множення, визначена в групі, є комутативною, то група називається комутативною або абелевою.

Означення2.5: кільця K і [image: image10.png]


 називаються ізоморфними, якщо між їх елементами можна встановити таку взаємнооднозначну відповідність, що для будь-яких елементів a, b [image: image12.png]


 K і відповідних їм елементів [image: image14.png]


, [image: image16.png]


 [image: image18.png]


 [image: image20.png]


 сумі a+b  відповідає сума[image: image22.png]


+[image: image24.png]


,  добутку ab відповідає добуток [image: image26.png]a,b,



.

Приклади кілець: 

1) Множина Z  цілих чисел.

2) Множина Q  раціональних чисел.

3) Множина R  дійсних чисел.

4) Множина C  комплексних чисел.

5) Нульове кільце, яке містить лише елемент  0.

6) Множина парних чисел і взагалі множина цілих чисел, які кратні деякому числу m.

7) Множина цілих комплексних чисел, тобто чисел a+bi, де a та b  цілі числа.

8) Множина дійсних чисел a+b[image: image28.png]


 і взагалі множина дійсних чисел a+b[image: image30.png]


, де a, b [image: image32.png]


 Z, а k- натуральне число, яке не є повним квадратом. Множина натуральних чисел, а також множина додатніх раціональних чисел кільцями не є, так як для елементів цих множин нема протилежних, в цих множинах немає також нульового елемента.

9) Всі многочлени з одним чи кількома змінними та коефіцієнтами з деякого кільця R. При цьому за операції додавання та множення приймаються звичайні дії над многочленами, які зводяться до додавання та множення коефіцієнтів многочленів.

10) Асоціативне, але не комутативне, кільце утворюють всі квадратні матриці порядку n (де n [image: image34.png]


) з дійсними елементами, якщо додавати і множити їх звичайним чином. Елементи можна було б взяти навіть з довільного асоціативного кільця K . Побудова кільця називається повним кільцем матриць порядку n над кільцем K і позначається так  [image: image36.png]


.

11) Пари (a,b) цілих чисел утворюють кільце, якщо операції визначені за формулами  
(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d)

(a,b)(c,d)=(ac,bd)

3.Умови, які визначають напівпростоту

       Нехай 
[image: image37.wmf]R

–кільце. Якщо спеціально не обумовлюється протилежне, то припускають, що всі модулі і всі гомоморфізми є 
[image: image38.wmf]R

–модулями і 
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–гомоморфізмами.

Наступні умови на модуль 
[image: image40.wmf]E

 еквівалентні:

ПП1 
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–сума деякої сім’ї простих підмодулів.

ПП2 
[image: image42.wmf]E

–пряма сума деякої сім’ї простих підмодулів.

ПП3 Довільний підмодуль 
[image: image43.wmf]F

 в 
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 є прямим доданком, тобто існує підмодуль 
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Доведемо це.

Лема: 
Нехай 
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–сума (необов’язково пряма) простих підмодулів. Тоді існує підмножина 
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Доведення:

Нехай 
[image: image51.wmf]J

–максимальна підмножина  в 
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, така, що сума 
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 пряма. Стверджуємо, що ця сума в дійсності рівна 
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. Досить довести, що кожне 
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 належить до цієї суми. Але, перетин суми з 
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 є підмодулем в 
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 і, як наслідок, дорівнює 0 або 
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. Якщо він дорівнює нулю, то підмножина 
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 не максимальна, оскільки можемо приєднати до неї 
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. Як наслідок, 
[image: image61.wmf]i

E

 належить сумі, і лема доведена.

     Лема показує, що ПП1 спричиняє ПП2. Щоб впевнетись, що ПП2 спричиняє ПП3, візьмемо підмодуль 
[image: image62.wmf]F

 і максимальну підмножину 
[image: image63.wmf]J

 в 
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, таку, що сума 
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–пряма . Ті самі роздуми, що і вище, показують, що ця сума дорівнює 
[image: image66.wmf]E
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Щоб довести, що ПП3 спричиняє ПП1, доведемо спочатку, що всякий ненульовий підмодуль в 
[image: image67.wmf]E

 містить деякий простий підмодуль. Нехай 
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–ненульовий підмодуль і 
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. Тоді за означенням 
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–головний підмодуль і ядро гомоморфізму 
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є лівим ідеалом 
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. Як наслідок, 
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 міститься в максимальному лівому ідеалі 
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 (за лемою Цорна). Тоді 
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 є максимальний підмодуль в 
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 (не рівний 
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) і, як наслідок, 
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- максимальний підмодуль в 
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, не рівний 
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 і відповідний 
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Можна записати 
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для деякого підмодуля 
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 Тоді 
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оскільки всякий елемент 
[image: image87.wmf]Rv
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 може бути однозначно записаний у вигляді суми 
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[image: image91.wmf]av

x

x

-

=

¢

 лежить в 
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. Так як 
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 найбільший в 
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, то модуль 
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Отже, лему доведено.

Нехай 
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–підмодуль в 
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 і є сумою всіх простих підмодулів модуля 
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. Якщо 
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, а тому існує простий підмодуль в 
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 всупереч визначенню 
[image: image103.wmf]0

E

. Це доводить, що ПП3 спричиняє ПП1. 

Модуль 
[image: image104.wmf]E

, який задовольняє нашим трьом умовам, називається напівпрстим.
Твердження:

Всякий підмодуль і всякий фактор-модуль напівпростого модуля напівпрості.

Доведення:

Нехай 
[image: image105.wmf]F

–підмодуль і 
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– сума всіх простих підмодулів в 
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 Всякий елемент 
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 з 
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 має єдине представлення 
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Як наслідок, 
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 є пряма сума 
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 Звідки видно, що 
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 співпадає з 
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, який тим самим напівпростий. Що стосується фактор-модуля, то запишемо 


[image: image119.wmf]F

F

E

¢

Å

=

.

 Тоді 
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 є сума своїх простих підмодулів і канонічне відображення 
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 індукує ізоморфізм 
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 на 
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 напівпростий.

4.Теорема щільності

Теорема щільності:

Нехай
[image: image125.wmf] E- напівпростий R – модуль. Позначимо через K кільце 
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 Таким чином, одержуємо гомоморфізм кілець 
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Виникає питання, на скільки великий образ цього гомоморфізму. Теорема щільності стверджує, що він вельми великий.  

Лема:
Нехай E–напівпростий модуль над R, 
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Доведення:

Так як E напівпростий, то має місце розклад в R–пряму суму 
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для деякого підмодуля​ F. Нехай 
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Це показує, що 
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Отже, лема доведена.
[image: image145.wmf]
Теорема щільності узагальнює цю лему на випадок скінченого числа елементів з E замість одного. Для доведення використаємо діагональний метод.

Теорема 4.1: (Джекобсон)

Нехай E–напівпростий модуль над R, 
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Доведення:

Нехай 
[image: image152.wmf](
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–прямий степінь відображення 
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Нехай 
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Що і треба було довести. 

Наслідок 4.1:

Нехай 
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–підалгебра в
[image: image169.wmf](
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k

. Якщо 
[image: image170.wmf]E

–простий 
[image: image171.wmf]R

–модуль, то 
[image: image172.wmf](
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Доведення:

Ми стверджуєм, що 
[image: image173.wmf](
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[image: image174.wmf]k
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. У всякому випадку, 
[image: image175.wmf](
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 є тіло 
[image: image176.wmf]K

, що містить в якості підкільця, і всякий елемент з 
[image: image177.wmf]k

 комутує зі всяким елементом із 
[image: image178.wmf]K

. Нехай 
[image: image179.wmf]K

a

Î

. Тоді 
[image: image180.wmf](
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–поле. Далі, 
[image: image181.wmf]K

 міститься в 
[image: image182.wmf](
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 як 
[image: image183.wmf]k

–підпростір і тому скінченно вимірне над 
[image: image184.wmf]k

. Як наслідок, поле 
[image: image185.wmf](
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 скінченне над 
[image: image186.wmf]k

, а тому, дорівнює 
[image: image187.wmf]k

. Так як 
[image: image188.wmf]k

 алгебраїчно замкнуте. Це доводить, що 
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Нехай тепер {
[image: image190.wmf]n
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[image: image191.wmf]E

 над 
[image: image192.wmf]k

 і 
[image: image193.wmf](
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. Згідно теореми щільності, існує елемент 
[image: image194.wmf]R
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Так як дія ендоморфізму 
[image: image197.wmf]A

 визначається його дією на базис, то маємо, що 
[image: image198.wmf](
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Наслідок 4.1 відомий як теорема Бернснайда. Він використовується у наступній ситуації. 

Нехай 
[image: image199.wmf]E

–скінченновимірний векторний простір над полем 
[image: image200.wmf]k

 і 
[image: image201.wmf]G

–підмоноїд в 
[image: image202.wmf](
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 (мультиплікативний).

Під 
[image: image203.wmf]G

–інваріантним підпростором в 
[image: image204.wmf]E

 розуміємо такий підпростір 
[image: image205.wmf]F

, що 
[image: image206.wmf]F
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 для всіх 
[image: image207.wmf]G
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. Будемо стверджувати, що простір
[image: image208.wmf]E

 
[image: image209.wmf]G

–простий, якщо він не містить 
[image: image210.wmf]G

–інваріантних підпросторів, відмінних від 0 і самого 
[image: image211.wmf]E

, причому 
[image: image212.wmf]0
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. Нехай 
[image: image213.wmf][
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–підалгебра в 
[image: image214.wmf](
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, породжена 
[image: image215.wmf]G

 над 
[image: image216.wmf]k

. Так як була умова, що 
[image: image217.wmf]G

–моноїд, то 
[image: image218.wmf]R

 складається з лінійних комбінацій 


[image: image219.wmf]å
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де 
[image: image220.wmf]k
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, 
[image: image221.wmf]G
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. Це означає, що підпростір 
[image: image222.wmf]F

 в 
[image: image223.wmf]E

 буде 
[image: image224.wmf]G

–інваріантним в тому і тільки тому випадку, якщо він 
[image: image225.wmf]R

–інваріантний. Як наслідок простір 
[image: image226.wmf]E

 тоді і тільки тоді 
[image: image227.wmf]G

–простий, коли він простий над 
[image: image228.wmf]R

 у тому розумінні, який ми розглядали вище. Тому можна переформулювати теорему Бернсайда наступним чином.

Наслідок 4.2:

Нехай 
[image: image229.wmf]E

–скінченновимірний векторний простір над алгебраїчно замкнутим полем 
[image: image230.wmf]k

 і 
[image: image231.wmf]G

–(мультиплікативний) підмоноїд в 
[image: image232.wmf](
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. Якщо 
[image: image233.wmf]E


[image: image234.wmf]G

–простий, то 
[image: image235.wmf][
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Навіть і в тих випадках, коли поле не є алгебраїчно замкнутим, можна одержати деякий результат. Нехай взагалі 
[image: image236.wmf]A

–кільце і 
[image: image237.wmf]E

–простий 
[image: image238.wmf]A

–модуль. Як ми бачили, 
[image: image239.wmf](

)

E

End

R

-тіло, яке позначимо через 
[image: image240.wmf]D

, і 
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–векторний простір над 
[image: image242.wmf]D

.

Нехай 
[image: image243.wmf]R

–кільце і 
[image: image244.wmf]E

– довільний  
[image: image245.wmf]R

-модуль. Будемо стверджувати, що 
[image: image246.wmf]E

–точний модуль, якщо задовольняється наступна умова: 

Співвідношення 
[image: image247.wmf]0
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[image: image248.wmf]R
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,  для всіх 
[image: image249.wmf]E
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спричиняє 
[image: image250.wmf]0
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. В додатках 
[image: image251.wmf]E

 буде векторним простором  над полем 
[image: image252.wmf]k

, і будемо мати кінцевий гомоморфізм 
[image: image253.wmf]R

 в 
[image: image254.wmf](

)

E

End

k

. Тоді 
[image: image255.wmf]E

 стає 
[image: image256.wmf]R

–модулем, точність якого має місце тоді і тільки тоді, коли цей гомоморфізм ін’єктивний.
Наслідок4. 3: (Теорема Веддерберна)

Нехай 
[image: image257.wmf]R

–кільце і 
[image: image258.wmf]E

–простий точний модуль над 
[image: image259.wmf]R

.Припустимо, що 
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 скінченновимірний над 
[image: image261.wmf](
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Доведення:

Нехай {
[image: image263.wmf]n
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}–базис [image: image264.wmf]E

 над [image: image265.wmf]D

. Для заданого елемента 
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 згідно теореми 1 існує елемент 
[image: image267.wmf]R
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. Як наслідок відображення 
[image: image270.wmf](
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 сюр’єктивне. Припущення, що модуль 
[image: image271.wmf]E

–точний над 
[image: image272.wmf]R

спричиняє, що це відображення ін’єктивне.

Наслідок доведено.

5.Напівпрості кільця

Кільце 
[image: image273.wmf]R

 називається напівпростим, якщо 
[image: image274.wmf]0

1

¹

 і 
[image: image275.wmf]R

 напівпростий як лівий модуль над собою.

Твердження:

Якщо 
[image: image276.wmf]R

 напівпростий, то довільний 
[image: image277.wmf]R

–модуль напівпростий.

Доведення:

Довільний 
[image: image278.wmf]R

–модуль є фактор-модулем вільного модуля, а вільний модуль є прямою сумою 
[image: image279.wmf]R

 із собою деяке число раз. Далі можна застосувати таке твердження, що довільний підмодуль і довільний фактор-модуль напівпростого модуля напівпрості.

Довільний лівий ідеал кільця 
[image: image280.wmf]R

 є 
[image: image281.wmf]R

–модулем; він називається простим, якщо він простий як модуль. Два ідеали 
[image: image282.wmf]L

L

¢

,

 називаються ізоморфними, якщо вони ізоморфні як модулі.

Розкладемо тепер 
[image: image283.wmf]R

 в пряму суму своїх простих лівих ідеалів та одержимо структурну теорему для 
[image: image284.wmf]R

.

Нехай 
[image: image285.wmf]{
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 така сім’я простих лівих ідеалів, що ніякі два ідеали у ній не ізоморфні і довільний простий лівий ідеал ізоморфний одному з ідеалів цієї сім’ї. Ця сім’я є сім’єю представників для класів простих лівих ідеалів відносно ізоморфізму.

Лема:

Нехай 
[image: image286.wmf]L

–простий лівий ідеал і 
[image: image287.wmf]E

–простий 
[image: image288.wmf]R

–модуль. Якщо 
[image: image289.wmf]L

 не ізоморфний 
[image: image290.wmf]E

, то 


[image: image291.wmf]0

=

LE

.

Доведення:

Маємо 


[image: image292.wmf]LE
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і 
[image: image293.wmf]LE

 є підмодулем в 
[image: image294.wmf]E

, який рівний відповідно 0 чи 
[image: image295.wmf]E

. Припустимо, що 
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LE

=

.

Нехай елемент 
[image: image297.wmf]E
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 такий, що 
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Так як 
[image: image299.wmf]Ly

–підмодуль в 
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, то 
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Відображення 
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 ідеалу 
[image: image303.wmf]L

 в 
[image: image304.wmf]E

 є гомоморфізмом 
[image: image305.wmf]L

 в 
[image: image306.wmf]E

, сюр’єктивним , і відповідно відмінним від нуля. Оскільки 
[image: image307.wmf]L

 простий, то цей гомоморфізм повинен бути ізоморфізмом.

Нехай 
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–сума всіх простих лівих ідеалів, які ізоморфні 
[image: image309.wmf]i
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якщо 
[image: image311.wmf]j
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 є лівий ідеал, [image: image313.wmf]R

 представляється у вигляді суми 
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так як 
[image: image315.wmf]R

–сума простих лівих ідеалів. Відповідно для довільного 
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де перше включення є справедливим, оскільки 
[image: image318.wmf]R

 містить одиничний елемент, а останнє – оскільки 
[image: image319.wmf]j
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 є лівим ідеалом. Таким чином, 
[image: image320.wmf]j
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 є і правим ідеалом, тобто 
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–двосторонній ідеал для будь-якого 
[image: image322.wmf]I
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Можемо представити одиничний елемент 1 кільця 
[image: image323.wmf]R

 у вигляді суми 
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Ця сума скінченна, майже всі 
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 Нехай 
[image: image330.wmf]R
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Крім того 
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Це доводить те, що індексів 
[image: image337.wmf]i

 відмінних від 
[image: image338.wmf]s
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 в сумі немає, а також, що 
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–та компонента 
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 елемента 
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 однозначно визначена як 
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Відповідно сума 
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–пряма, і крім того, 
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 є одиничним елементом для 
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, яке згідно цього є кільцем. Так як 
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є прямим добутком кілець 
[image: image349.wmf]i
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Означення5.1:

Кільце 
[image: image350.wmf]R

 називається простим, якщо воно напівпросте і має лише один клас простих лівих ідеалів відносно ізоморфізму.

Отже, структурна теорема для напівпростих кілець таким чином доведена.

Теорема5.1:

Нехай 
[image: image351.wmf]R

–напівпросте кільце. Існує лише скінченне число не ізоморфних простих лівих ідеалів, наприклад 
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Якщо 
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–сума всіх простих лівих ідеалів, які ізоморфні 
[image: image354.wmf]i

L

, то 
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–двосторонній ідеал, який є також і кільцем (з операціями, індукованими 
[image: image356.wmf]R

), і кільце 
[image: image357.wmf]R

 ізоморфне прямому добутку 
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. Кожне 
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 є простим кільцем. Якщо 
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[image: image361.wmf]s

e

e

+

+

=

...

1

1

 і 
[image: image362.wmf]i

i

R

Re

=

, 
[image: image363.wmf]0

=

j

i

e

e

 при 
[image: image364.wmf]j

i

¹

.

Теорема 5.2:

Нехай 
[image: image365.wmf]R

– напівпросте кільце і 
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– модуль 
[image: image367.wmf]0
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причому 
[image: image369.wmf]E
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– підмодуль в 
[image: image370.wmf]E

, рівний сумі всіх простих підмодулів, які ізоморфні 
[image: image371.wmf]i
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Доведення:

Нехай 
[image: image372.wmf]i

E

–сума всіх простих підмодулів в 
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, які ізоморфні 
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. Якщо 
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-простий підмодуль в 
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Згідно з попередньою лемою маємо, що 
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. Відповідно 
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 є прямою сумою 
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Наслідок 1:

Нехай кільце 
[image: image384.wmf]R

 напівпросте. Тоді довільний простий модуль ізоморфний одному з простих лівих ідеалів 
[image: image385.wmf]i

L

.

Наслідок 2:

Просте кільце має з точністю до ізоморфізму тільки один простий модуль.

Обидва ці наслідки безпосередньо випливають з теорем 1 і 2.

Структура напівпростих кілець.
Будемо називати [image: image387.png]


– кільце Κ напівпростим, якщо 

· в ньому виконано умову обриву спадних ланцюгів лівих [image: image389.png]


 – ідеалів 

· воно не містить нільпотентних лівих [image: image391.png]


 – ідеалів 

Якщо Κ  є кільцем, яке задовольняє умову обриву спадних ланцюгів лівих[image: image393.png]


 – ідеалів, і R– його радикал, то фактор-кільце [image: image395.png]K =K /R



 напівпросте. Дійсно, якщо [image: image397.png]


 є нільпотентним лівим [image: image399.png]


 – ідеалом кільця [image: image401.png]


, то [image: image403.png]] =J/R



  , де J є лівим [image: image405.png]


 – ідеалом кільця K, і при деякому k маємо [image: image407.png]J&
€R



. Тоді при досить великому s одержимо [image: image409.png]J** €R* =0



. Звідси, [image: image411.png]JER



 і [image: image413.png]


. Наступна теорема має фундаментальне значення при визначенні стуктури напівпростих кілець.

Теорема5.3:

Довільне напівпросте [image: image415.png]


 – кільце володіє одиницею і структура його лівих [image: image417.png]


 – ідеалів цілком звідна. Навпаки, якщо Κ  є  [image: image419.png]


 – кільцем, яке володіє наступними властивостями:

· Κ  володіє одиницею

· структура його лівих [image: image421.png]


 – ідеалів цілком звідна і у ній виконано умову обриву спадних ланцюгів, то кільце Κ напівпросте.

Доведення:

Припустимо, що кільце Κ напівпросте. Спочатку покажемо, що  довільний незвідний відмінний від нуля лівий [image: image423.png]


 – ідеал J володіє доповненням. Так як  [image: image425.png]J?
#0



, то [image: image427.png]


, де e– ідемпотентний елемент, який міститься в J. Нехай  [image: image429.png]


 є множиною таких елементів [image: image431.png]b'eK



, що [image: image433.png]


. Тоді [image: image435.png]


 буде лівим [image: image437.png]


 – ідеалом і  [image: image439.png]JnJ =0



. Так як  [image: image441.png]a=ae+(a—ae)=b+b'



, де [image: image443.png]bej



, [image: image445.png]b'e]



 , то  [image: image447.png]


 є доповненням ідеалу J.

Покладемо [image: image449.png]]

I



, [image: image451.png]


. Якщо ідеал  [image: image453.png]


  не мінімальний, то нехай [image: image455.png][, =



, де [image: image457.png]


, буде незвідним, відмінним від нуля, лівим ідеалом, який міститься в [image: image459.png]


. Тоді [image: image461.png]


 [image: image463.png]/>



, де  [image: image465.png]/>



  є лівим [image: image467.png]


 – ідеалом, який складається з таких елементів [image: image469.png]


, що [image: image471.png]


. Звідси випливає, що [image: image473.png]


     [image: image475.png]


, де ідеал [image: image477.png]nj



 може бути визначений як сукупність таких елементів [image: image479.png]


, що [image: image481.png]be =p'e




. Відповідно, [image: image483.png]


    [image: image485.png]A



    [image: image487.png]


, де [image: image489.png]J" €



 [image: image491.png]


. Якщо ідеал  [image: image493.png]


 не є незвідним, то ми повторюємо наші роздуми і отримуєм [image: image495.png]


   [image: image497.png]A



    [image: image499.png]A



    [image: image501.png]


, де ідеал [image: image503.png]


 незвідний, [image: image505.png]i



 при [image: image507.png]


, [image: image509.png]


 і  [image: image511.png]


 міститься  в  [image: image513.png]


  лівим [image: image515.png]


 – ідеалом. Продовжуючи таким чином, ми отримаємо [image: image517.png]


   [image: image519.png]A



    …    [image: image521.png]J.



, де ідеал  [image: image523.png]


 незвідний, [image: image525.png]


 і [image: image527.png]i



 при [image: image529.png]


. Отже, ми показали повну звідність структури.

Якщо ми утворимо елемент [image: image531.png]v=3e —Li;eg + -+ (-1 ee,




, то можна перевірити, що [image: image533.png]eV =g



 при [image: image535.png]


. Так як довільний елемент [image: image537.png]


, то при всіх [image: image539.png]


 маємо [image: image541.png]av=a



. Зокрема, [image: image543.png]


. Множина таких елементів [image: image545.png]


, що [image: image547.png]vz



, є правим [image: image549.png]


 – ідеалом, який позначимо через [image: image551.png]


. Так як [image: image553.png]2,2, = (2,v)z, = z;(vz,) = 0



 при [image: image555.png]Zy,2, € B



, то [image: image557.png]


і, відповідно В=0, . В силу того, що [image: image559.png]v(a—va) =0



, ми отримаємо, що при довільному [image: image561.png]aa—va=0



і тому [image: image563.png]


. Таким чином, [image: image565.png]


є і лівою одиницею, тому можемо покласти [image: image567.png]


. 

Навпаки, якщо кільце Κ  володіє одиницею і структура його лівих [image: image569.png]


 – ідеалів цілком звідна, то довільний лівий відмінний від нуля [image: image571.png]


 – ідеал  [image: image573.png]


 має вигляд [image: image575.png]Ke



, де [image: image577.png]


. Дійсно [image: image579.png]


   [image: image581.png]


, і, відповідно [image: image583.png]l=e+e



, де [image: image585.png]ecjec]el=e+0,e?=ciee




. Тоді  [image: image587.png]


. Так як ідеал  [image: image589.png]


 містить відмінний від нуля ідемпотентний елемент [image: image591.png]


, то він не може бути нільпотентним. Якщо в кільці  Κ  виконано умову обриву спадних ланцюгів, то з доведеного випливає, що воно напівпросте. 

Отже, теорема доведена.

Наслідок3:

Довільний лівий [image: image593.png]


-ідеал напівпростого[image: image595.png]


-кільця є головним і породжується ідемпотентним елементом.  

Доведення наслідку випливає з доведення теореми.

Теорема5.3:

Якщо K є напівпростим [image: image597.png]


-кільцем, то існують такі максимальні ліві [image: image599.png]


-ідеали [image: image601.png]


 кільця K, що 

[image: image603.png]0=R,Nn..n R,



, [image: image605.png]R,+(R,N..NR_;NR;N..NR,




.

Дійсно, якщо [image: image607.png]


   …    [image: image609.png]J.



, де ідеали  [image: image611.png]J;



 незвідні, то ідеали [image: image613.png]Ri=J i+ +]_1+]r1+ -+



 задовольняють умовам теореми.

Цей результат приводить до цікавої “арифметичної “ характеристики радикала, a саме: 

Теорема5.4:

Нехай K є [image: image615.png]


-кільцем з одиницею, в якому виконано умови обриву спадних ланцюгів лівих [image: image617.png]


-ідеалів. Тоді радикал R кільця K співпадає з перетином всіх максимальних лівих [image: image619.png]


-ідеалів кільця K.

Доведення:

Оскільки фактор-кільце [image: image621.png]K =K/R



 напівпросте, то [image: image623.png]0=R,N..nR,



 для вдало вибраних максимальних лівих [image: image625.png]


-ідеалів [image: image627.png]


 кільця K. Тому, якщо [image: image629.png]


 є лівим [image: image631.png]


-ідеалом кільця K, який  складається з елементів, які відображаються в [image: image633.png]


, то [image: image635.png]R,N..NR,





Група [image: image637.png]K/R;



 незвідна, і [image: image639.png]


 є максимальним лівим [image: image641.png]


-ідеалом. Позначимо перетин всіх максимальних лівих [image: image643.png]


-ідеалів через Ω. Таким чином, доведено, що Ω   R. З іншого боку, нехай R є довільним максимальним лівим [image: image645.png]


-ідеалом. Тоді або [image: image647.png]R+R=R,



або [image: image649.png]R+R=K



. В останньому випадку [image: image651.png]l=m+r,



 де [image: image653.png]meER



i [image: image655.png]reR ..



 тому [image: image657.png]1=1+r+r*+-)Q-r=N+r+r*+-)meR.



 Це суперечить максимальності ідеалу R і доводить, що [image: image659.png]R+R=R



, тобто, що R    R. Таким чином, R    Ω, і теорема  доведена.

Переходимо до основної теореми про напівпрості  [image: image661.png]


-кільця. Базуємо доведення на двох фактах:

1) K  ізоморфне до [image: image663.png]



2) [image: image665.png]


 є сукупністю всіх [image: image667.png]


-ендоморфізмів.
Обидва ці факти є наслідками того, що кільце K  володіє одиницею. Але, [image: image669.png]


   …   [image: image671.png]J.



, де  [image: image673.png]


 –незвідні K -групи. [image: image675.png]


 буде прямою сумою двосторонніх ідеалів, кожен з яких представляє собою кільце матриць над тілом. Таким чином, отримали, що [image: image677.png]


    …     [image: image679.png]


, де [image: image681.png]


є тілами.  Але двосторонні ідеали [image: image683.png]


 будуть [image: image685.png]


-ідеалами, так як елементи, які належать [image: image687.png]


 є результатом множення на елементи з центру £ кільця K. Якщо [image: image689.png]


 є одиницею в кільці  [image: image691.png]


, то ендоморфізм, який індукований в [image: image693.png]


ендоморфізмом α, теж буде результатом множення на елемент [image: image695.png]


, який належить центру [image: image697.png]


 кільця [image: image699.png]


. Так як [image: image701.png]


   [image: image703.png]


, то [image: image705.png]


 є [image: image707.png]


 –підкільцем кільця K. Цим доведено першу частину структурної теореми:

Теорема5.5:

Довільне напівпросте  [image: image709.png]


-кільце є прямою сумою своїх двосторонніх ідеалів, кожен з яких являє собою кільце матриць над [image: image711.png]


-тілом, і навпаки.

Для того, щоб довести другу частину теореми достатньо довести, що кільце матриць над тілом напівпросте. Кільце такого типу буде прямою  сумою незвідних лівих ідеалів. Вони є [image: image713.png]


-ідеалами. Звідси випливає, що кільце K напівпросте в силу попередньої теореми. 

Наслідок4:

Напівпросте 
[image: image714.wmf]F

–кільце задовольняє обидві умови обриву ланцюгів для лівих(правих) 
[image: image715.wmf]F

-ідеалів.

Цей наслідок показує зокрема, що умови, які накладаються у визначенні напівпростого кільця на ліві ідеали, виконуються також і для правих ідеалів. Можемо починати з умов, які накладаються на праві ідеали. Тоді отримаємо, що 
[image: image716.wmf]i

K

 є прямою сумою кілець матриць над тілами. Тому, кільце 
[image: image717.wmf]K

 обернено ізоморфне кільцю, яке має описану структуру; а так як кільце, яке є обернено ізоморфне кільцю матриць над тілом є також кільцем матриць над тілом, то ми отримуємо , що кільце 
[image: image718.wmf]K

 напівпросте. Довільній теоремі , яка виконується для лівих(правих) ідеалів напівпростого кільця відповідає дуальна теорема про праві(ліві) ідеали. Наприклад, із вищенаведеного наслідку отримуємо, що праві ідеали кільця є головними.

Якщо 
[image: image719.wmf]K

 є простим 
[image: image720.wmf]F

–кільцем, яке задовольняє умови обриву спадних ланцюгів для лівих 
[image: image721.wmf]F

–ідеалів, а також кільце 
[image: image722.wmf]K

 не напівпросте, то 
[image: image723.wmf]K

 нільпотентне. Так як [image: image724.wmf]K
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 є двостороннім 
[image: image725.wmf]F

–ідеалом, то отримуємо, що 
[image: image726.wmf]0
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K

. Таким чином, довільний елемент 
[image: image727.wmf]0
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 породжує двосторонній ідеал, а, отже, всі кільця 
[image: image728.wmf]K

, тобто, яким би не був відмінний від нуля елемент 
[image: image729.wmf]b

, 
[image: image730.wmf]{

}

b

K
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, де через 
[image: image731.wmf]{

}

b

 позначено множину елементів вигляду  
[image: image732.wmf]å
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, причому 
[image: image733.wmf]F
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, і 
[image: image735.wmf]0
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 . Кільце такого вигляду називається 
[image: image736.wmf]F

-нуль-кільцем. Тому, якщо просте кільце 
[image: image737.wmf]K

 задовольняє умову обриву спадних ланцюгів і не є 
[image: image738.wmf]F

-нуль-кільцем, то воно напівпросте. 
Теорема5.6:
Просте 
[image: image739.wmf]F

-кільце, в якому виконано умови обриву спадних ланцюгів для лівих 
[image: image740.wmf]F

-ідеалів, є або 
[image: image741.wmf]F

-нуль-кільцем, або кільцем матриць  [image: image743.png]


 над 
[image: image744.wmf]F

-тілом  P, і навпаки. Якщо [image: image746.png]


де [image: image748.png]


–теж тіло, то [image: image750.png]


, і тіла P і [image: image752.png]


 ізоморфні.

Відповідні твердження для кілець, які задовольняють умови обриву зростаючих ланцюгів лівих ідеалів, не має змісту. Дійсно, нехай [image: image754.png]P =Py(&)



 є полем раціональних функцій деякого невідомого над полем [image: image756.png]


 характеристики 0 і [image: image758.png]K = P[t]



 –кільцем диференціальних поліномів над P, тобто поліномів по t, де αt=tα+[image: image760.png]


, причому [image: image762.png]


 є звичайною похідною функції α. K є кільцем головних ідеалів і, звідси випливає, задовольняє умови обриву зростаючих ланцюгів. У  K немає власних двосторонніх ідеалів і тому кільце K просте. Так як K  не є тілом, то воно немає вигляду  [image: image764.png]


, де [image: image766.png]


–тіло.

Теорема5.7:
Структуру двосторонніх 
[image: image767.wmf]F

-ідеалів напівпростого 
[image: image768.wmf]F

-кільця 
[image: image769.wmf]K

 цілком звідна. Якщо 
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 є розкладами кільця 
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 на незвідні двосторонні 
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-ідеали, то 
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s

=

, і при підходящому впорядкуванні  ідеалів 
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Доведення:

Припустимо, що 
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 є незвідними двосторонніми 
[image: image778.wmf]F

–ідеалами. Тоді для довільного двостороннього 
[image: image779.wmf]F

-ідеала 
[image: image780.wmf]B

 кільця 
[image: image781.wmf]K

 буде мати місце розклад 
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 є двосторонніми 
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-ідеалами кільця 
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. Тому, або 
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 двосторонніх 
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ідеалів кільця 
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.

Розглянемо тепер зв'язок між розкладами кільця 
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 в пряму суму лівих 
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-ідеалів і пряму суму двосторонніх 
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-ідеалів. Якщо 
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 є незвідним лівим 
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-ідеалом, то ми бачили, що 
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 міститься в одному з 
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-ізоморфні, так як для 
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 є об’єднанням всіх незвідних лівих 
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-ідеалів, 
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-ізоморфних з 
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Теорема5.8:

Якщо кільце K напівпросте і [image: image832.png]


 …   [image: image834.png]


 -його розклад на незвідні двосторонні [image: image836.png]


–ідеали, то кожний ідеал [image: image838.png]


 є об’єднанням незвідних лівих(правих) [image: image840.png]


–ідеалів, [image: image842.png]


-ізоморфних даному незвідному лівому(правому) [image: image844.png]


–ідеалу.

Наслідок5:

Число t незвідних двосторонніх компонент рівне числу [image: image846.png]


–не ізоморфних(відповідно [image: image848.png]


–неізоморфних) класів лівих(правих) ідеалів.

Для довільного лівого [image: image850.png]


–ідеала J кільця K визначимо [image: image852.png]8,(J)



 як множину таких елементів [image: image854.png]beK



, що [image: image856.png]


. [image: image858.png]8,(J)



 є правим [image: image860.png]


–ідеалом. Аналогічно для правого [image: image862.png]


–ідеала  [image: image864.png]


 можемо одержати лівий [image: image866.png]


–ідеал [image: image868.png]8.(J"



, який складається з таких елементів c, що [image: image870.png]cJ



. Якщо кільце K напівпросте, то можемо вважати, що [image: image872.png]] =Ke



, і тоді [image: image874.png]


    [image: image876.png]Ke'
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. Тоді теж маємо [image: image880.png]eK



  [image: image882.png]


. Покажемо, що [image: image884.png]6,.(Ke) =eK



. Дійсно, [image: image886.png]eK 8,(Ke)



 і якщо [image: image888.png]b €6,(Ke)



, то [image: image890.png]eb




, а тому, [image: image892.png]b=(e+e)b ‘b eek




. За симетрією маємо [image: image894.png]8,(e’K) = Ke



. Таким чином, [image: image896.png]6.(6.(N)=7



і аналогічно [image: image898.png]6,(6:U0) =7



. Відповідності [image: image900.png]J = 6,.())



 і [image: image902.png]] —86.()



 взаємно обернені і є взаємно-однозначними відображеннями структури лівих [image: image904.png]


–ідеалів на структуру правих [image: image906.png]


–ідеалів, і навпаки. Очевидно, що якщо [image: image908.png]/s
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, то   [image: image912.png]8,.(J.) 6,.(,)



 .Цей результат виражається наступною теоремою. 

Теорема5.9:

Якщо K є напівпростим кільцем, то відповідність [image: image914.png]J = 6,.())



 є оберненим ізоморфізмом  між структурою лівих [image: image916.png]


–ідеалів і структурою правих [image: image918.png]


–ідеалів кільця K.

Нехай [image: image920.png]


 буде центром напівпростого кільця [image: image922.png]


  …  [image: image924.png]


. [image: image926.png]


є [image: image928.png]


–підкільцем. Якщо [image: image930.png]cEL
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, де [image: image938.png]a; € K,



 і [image: image940.png]ac = ca
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. Крім того, [image: image944.png]


 при [image: image946.png]j#i
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. Дійсно, якщо [image: image960.png]d; € £,
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міститься в [image: image974.png]


 і тому є полем.

Теорема5.10:

Якщо K є напівпростим [image: image976.png]


–кільцем і [image: image978.png]
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    .     [image: image988.png]


, де [image: image990.png]£NK,




 буде полем.

6.Прості кільця

Лема:
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Теорема 6.1:

Нехай 
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Доведення:

Так як кільце 
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Це доводить наше перше твердження. Що стосується другого твердження, то воно є наслідком третього.

Нехай, таким чином, 
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Наслідок1:

Нехай 
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Доведення:
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Теорема 6.2(Риффель):
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Доведення:
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Отже, теорема доведена.

Теорема 6.2  показує, що 
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 можна представити як кільце ендоморфізмів деякого скінченновимірного модуля над тілом. 

Зворотньо:

Теорема 6.3:
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Доведення:

Спочатку покажемо, що 
[image: image1075.wmf]E

–простий 
[image: image1076.wmf]R

– модуль. Нехай 
[image: image1077.wmf]E

v

Î

, 
[image: image1078.wmf]0

¹

v

. Тоді елемент 
[image: image1079.wmf]v

 може бути доповнений до базису 
[image: image1080.wmf]E

 над 
[image: image1081.wmf]D

, а, отже, і для заданого 
[image: image1082.wmf]E

w

Î

 існує елемент 
[image: image1083.wmf]R

a

Î

, такий, що 


[image: image1084.wmf]w

av

=

.

Звідси випливає, що 
[image: image1085.wmf]E

 не може містити ніякого інваріантного підпростору, крім 0 і самого себе, тобто 
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 Це означає, що 
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Отже, теорема доведена. 

Теорема 6.4:
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Крім того, є число простих лівих ідеалів, які містяться в довільному розкладі 
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Доведення:
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Видно, що 
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 є прямою сумою 
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 стовпців.

Теорема 6.3 приводить до наступного твердження: якщо матриця 
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7.Поняття про модуль

Нехай 
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задає цю дію, то 
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 позначає наступний модуль. Поняття правого 
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 вводиться симетрично. В обох випадках 
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 називається кільцем скалярів, а його елементи – скалярами. 

Теорема 7.1:

Нехай 
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–кільце, а 
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–адитивна абелева група.

Твердження7.1.1 :
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, є кільцевим гомоморфізмом. Навпаки, якщо 
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–кільцевий гомоморфізм, то існує лівий 
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позначає цей же модуль.

Твердження7.1.2 :
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–кільцевий антигомоморфізм, позначає той же самий модуль.

Доведення:

Якщо задано відображення 
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з вказаною у формулюванні теореми властивістю, то (М1) виконується тоді і тільки тоді, коли 
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Кожен антигомоморфізм комутативного кільця є гомоморфізмом, так що для цих кілець поняття лівого і правого модулів співпадають.

Збалансовані модулі.

Нехай 
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 скінченно породжене одним елементом 1).

Теорема 7.2: (Моріта)

Довільний твірний 
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 збалансований і скінченно породжений над 
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Доведення: (Фейт)

Доведемо спочатку, що для довільного модуля 
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