1.Множина дійсних чисел.Упорядкованість та щільність множин.

 
Означення.Для двох дійсних чисел 
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 можна сказати. Які б не були два дійсних числа породжені перерізами 
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 то вони перебувають в одному із трьох співвідношень: 
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. Дійсно, якщо 
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 нижній клас 
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 містить в собі нижній клас 
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 і співпадає з ним, тоді 
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. Якщо нижній клас 
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 містить в собі нижній клас 
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 і не співпадає з ним, то 
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. Якщо 
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 повністю міститься в 
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 і не співпадає з 
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, то 
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. Аналогічно можна дати означення менше.


Якщо 
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-дійсне число, більше від 
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 породжене перерізом 
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 породжене 
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 породжене 
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Дійсно з того що 
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, то 
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 повністю містить у собі 
[image: image30.wmf]B

 не співпадаючи. 
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 містить у собі 
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 не співпадаючи. Звідси маємо, що 
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 містить у собі 
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 не співпадаючи, тобто 
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Лема 1. Якщо 
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 і 
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 - два  дійсних числа і 
[image: image39.wmf]ab

>

, то знайдеться ріціональне число 
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Між двома дійсними числами можна вставити безліч раціональних чисел.

Доведення. 
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 породжується 
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 повністю містить в собі 
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 і не співпадає з ним (
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), тобто існує 
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-пограничне число рівність, якщо 
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. Нема рівності, якщо 
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. В нижньому класі 
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 немає найбільшого, тому тут можна знайти число  
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 і посилити нерівність 
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. Лему доведено.

Лема 2. Нехай 
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Доведення. Доведення від супротивного. Нехай 
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. Одне з цих чисел більше іншого. Припустимо 
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. За першою лемою між  
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 можна вставити два числа 
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. Якщо в якості 
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 ми візьмемо 
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-це суперечить тому що 
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. Ми прийшли до суперечності. Тому 
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2. Теорема Дедекінда про повноту множини дійсних чисел.

Теорема Дедекінда. Для всякого перерізу 
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 в множині дійсних чисел існує межове (граничне) число 
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 що породжує цей переріз і якщо 
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 належить  нижньому класі то в ньому воно найбільше, якщо 
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 належить верхньому класу то воно в ньому найменше.

Доведення. З нижнього класу
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 виберемо всі раціональні числа. Вони утворять множину
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. У верхньому класі 
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  виберемо всі раціональні числа. Вони утворять множину 
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 і 
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 відповідно утворюють верхній і нижній класи перерізу 
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. Покажемо що 
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, якщо належить 
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, то воно найбільше, а якщо 
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-то воно найменше (межове число у 
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 є межовим у 
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. Припустимо, що воно не найбільше. Тому існує 
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, яке належить 
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. Знайшлося 
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. За лемою між двома числами існує раціональне число 
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. Куди належить 
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, бо всі 
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 менші пограничного    числа 
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 раціональні числа із 
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. Раціональне число не попало ні в один клас. Тому ми маємо суперечність наше припущення не вірне. 
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2. Нехай 
[image: image125.wmf]b

Î



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image126.wmf]¢
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 Покажемо, що воно найменше. Методом від супротивного. Нехай 
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- не найменше число, то знайдеться 
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. За лемою 1 існує раціональне число 
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. Воно не належить 
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 бо не належить 
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, бо більше від 
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. Ми прийшли до суперечності 
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 не належить ні одному класу. Це не буде переріз. Тому 
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 і в 
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 є найменше 
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 є найбільше. З розбиття ці числа повинні бути різні за побудовою. Тому 
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. Між ними існує безліч раціональних чисел, які не попали ні в один клас. Тому таких перерізів немає. Теорема доведена. 

Ми показали, що всякий переріз в 
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 породжується тим самим числом, що й відповідний переріз йому в 
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 і це число, якщо воно належить нижньому класу, то воно найбільше, якщо верхньому –то найменше. Множина 
[image: image149.wmf]R

 – суцільна, немає прогалин, дірок.   

3. Грані, точні грані множини. Теорема про існування точних граней. 
Властивості точних граней.

Означення верхньої межі множини: Якщо 
[image: image150.wmf]$

 дійсне число 
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таке, що для будь-якого
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, то говорять, що число 
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є верхньою межею множини 
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. Якщо є одна верхня грань, то ми можемо знайти їх безліч. Найменша серед всіх верхніх граней множини називається точною верхньою гранню і позначається 
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Означення нижньої межі множини: Якщо 
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 дійсне число 
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 таке, що для будь-якого 
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– нижня грань множини 
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. Якщо є одна нижня грань, то ми можемо знайти їх безліч. Найбільша серед всіх нижніх граней множини називається точною нижньою гранню і позначається 
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Теорема про існування точних граней: 1) Якщо множина обмежена зверху, то вона має точну верхню грань.

2) Якщо множина обмежена знизу, то вона має точну нижню грань.

Доведення 1):Розглянемо обмежену зверху множину 
[image: image164.wmf]X

, це означає, що знайдеться число 
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. Треба довести що існує 
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.    I) В множині 
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 є найбільше число 
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– верхня грань і найменша серед верхніх граней, має супремум. 
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II) 
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 немає найбільшого числа, тому множину 
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 розіб’ємо на два класи: в 
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 віднесемо всі верхні грані множини 
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 і решту чисел віднесемо в клас 
[image: image180.wmf]A

. Видно, що таке розбиття є переріз 
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. За теоремою Дедекінда цей переріз породжується деяким межовим числом 
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 не було найбільшого, тому 
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. За теоремою Дедекінда воно найменше., разом з тим воно є верхньою гранню, то 
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Доведення 2): Розглянемо множину 
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обмежену знизу. Це означає, що знайдеться число 
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 EMBED Equation.3  [image: image190.wmf], що для всіх 
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, тому 
[image: image198.wmf]x

– нижня грань і найбільша, має серед нижніх граней, має інфінум 
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II) У множині 
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 немає найменшого числа. Зробимо переріз в множині 
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. До класу 
[image: image202.wmf]A

 віднесемо всі нижні грані. До класу 
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віднесемо множину 
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і решту чисел. За теоремою Дедекінда існує межове число 
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 EMBED Equation.3  [image: image206.wmf]R
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, яке породжує переріз 
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 нема найменшого. Тоді 
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– нижньому класу і там воно найбільше, а нижній клас складається з нижніх граней. Тому серед нижніх граней воно є найбільшим. Тому 
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Властивості точних граней. 1) Нехай множина 
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2) Яке б ми не взяли число 
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2) Нехай множина 
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 має 
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 – точну нижню грань. 
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2) Якщо 
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Множина, яка обмежена знизу і з верху називається обмеженою. Є множини не обмежені не зверху ні знизу – 
[image: image227.wmf],,

QRZ

. Може бути множина обмежена знизу, але не обмежена зверху:
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. Бувають множини необмежені знизу, але обмежені зверху:
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4. Відповідність, відображення, функція. Способи задання. Види функцій.

Нехай X і Y - числові множини X
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R, Y
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R. Означення1. Якщо 
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 числу x
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X за деяким правилом ставиться у відповідність єдине y
[image: image234.wmf]Î

Y, то говорять, що на множині X задана функція, відображення, оператор, відповідність. Це правило позначаємо через f (f:X→Y, X
[image: image235.wmf]¾
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Y). Множину X, для якої має зміст правило, називаємо областю визначення f. Позначаємо D(f)=X. Сукупність {y│x
[image: image236.wmf]Î

X, f(x)=y}, називаємо областю значень f. Позначаємо R(f). Озн.2. Нехай f1:X1→Y1 і f2:X2→Y2 , говорять, що f1=f2, якщо: 1) X1=X2 області визначення їх співпадають;
2) 
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X1 , f1(x)=f2(x).  y=f(x) називають образом x, а x для y=f(x) називають прообразом. Озн3. Якщо f:X→Y і R(f)=Y, то говорять, що f відображає X на Y і таке відображення називається сур’єкцією.Озн 4. Якщо 
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X і 
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X, x1≠x2, то маємо, що f(x1)≠f(x2), то таку функцію називають ін’єкцією або взаємно однозначне відображення X в Y.Озн 5. Якщо f:X→Y є 1) сур’єкцією і однозначно 2) ін’єкцією то таке відображення називається взаємно однозначним X на Y або бієкцією.Озн 6. Якщо f:X→Y і f - бієкція, то для  
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X таке, що f(x)=y і цю множину Y називають областю визначення оберненої функції, а цю відповідність Y→X, f(x)=y, називають оберненою функцією і позначають f-1(y)=x.Озн 7. Якщо f:X→Y, а g:Y→Z, а h:X→Y так, що
[image: image247.wmf]()
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, то h називають складною функцією від x або суперпозицією f і g. Іноді кажуть композиція функцій f і g і позначають h=g
[image: image248.wmf]o

f=g(f(x)).Озн 8. Якщо кожному x ставиться у відповідність не одне значення y, а більше то теж маємо функцію, але вона називається багатозначною.
Найважливіші способи задання функцій–це задання таблицею, формулою, графіком, і словесно.

При табличному заданні функції просто виписується ряд значень незалежної змінної і відповідних їм значень функції.      Основний спосіб задання функцій – задання формулою (аналітичне задання).       Графіком функції називається геометричне місце точок, абсциси яких є значеннями незалежної змінної, а ординати – відповідними значеннями функції.


Функції поділяються на: 1. Явні і неявні функції:Функція y аргументу x називається явною, якщо її задання полягає в тому, що прямо вказується аналітичний відносно x вираз, якому дорівнює функція y. Неявною функцією y аргументу x називаємо функцію, яка визначається рівнянням, що 
зв’язує x і y, і не розв’язаним відносно y. 

2. Алгебраїчні і трансцендентні: 

Функція значення якої можна дістати, виконуючи над незалежною змінною скінченнечне число алгебраїчних дій, називається явною алгебраїчною. Функція називається раціональною, якщо її значення можна дістати, виконуючи над незалежною змінною конечне число додавань, віднімань, множень і ділень. Алгебраїчна функція, яка не є раціональною, називається ірраціональною.. Раціональна функція називається цілою, якщо для її визначення не застосовується ділення на вирази, що містять незалежну змінну. Цілі раціональні функції називають многочленами або поліномами (при цьому одночлен розглядається як окремий випадок многочлена).. Раціональна функція називається дробово-раціональною, якщо вона подається дробом, у якого чисельник і знаменник многочлени.. Функція. яка не є алгебраїчною, називається трансцендентною.

3. Однозначні і многозначні: Озн. Функція називається однозначною, якщо кожному розглядуваному значенню незалежної змінної відповідає одне певне значення функції. В противному випадку функція називається многозначною.

Ф-я обмежена, якщо 
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. Обмежена зверху і знизу, якщо 
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 Ф-я f(x) назив. монотонно зрост.(спадною), якщо 
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 Якщо f(-x)=f(x) – парна, f(-x)=-f(x) – не парна. Ф-я y=f(x), х є Х назив. періодичною на множині 
[image: image252.wmf]X

з періодом l (l-періодичною), якщо 
[image: image253.wmf]()

і справджується рівність f(xl)f(x)

xXxlX

"Î±Î±=

.Якщо l є періодом, то і ± nl  є періодом, n є N.
5. Поняття елементарної функції. Класифікація елементарних функцій.

Озн. Елементарною ф-цією назив. ф-ція, яку можна задати одним аналітичним виразом, складеним з елементарних ф-цій і сталих за допомогою скінченного числа арифметичних операцій (додавання, віднімання і ділення) і скінченного числа операцій взяття ф-ції від ф-ції.


Класифікація елементарних функцій:

1. Цілі раціональні функції:

Функція представляється 
[image: image254.wmf])
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 многочлен n-го степеня з дійсними коефіцієнтами;

2. Дробово-раціональні функції: Відношення двох таких многочленів 
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Ці два класи функцій об’єднані в один клас раціональних функцій.

3.Ірраціональні функції.  Це функції, в яких, крім вказаних вище дій, використовується
операція добування кореня.

Раціональні та ірраціональні функції входять до більш загального класу алгебраїчних функцій. Всі інші елементарні функції називаються трансцендентними:.
Основні елементарні функції:
1.Степенева функція: 
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: Область визначення D(f)=R; Область значення E(f)=[0;+
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: Область визначення D(f)=R; Область значення E(f)=R.
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2. Показникова функція: 
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, де a – додатне число, відмінне від 1:
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 при a>1: Область визначення D(y)=R; Область значення E(y)=(0;+
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 при 0<a<1: Область визначення D(y)=R; Область значення E(y)=(0;+
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3. Логарифмічна функція:
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, де основа логарифма  a-додатне число, відмінне від 1
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 при a>1: Область визначення D(y)=(0;+
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); Область значення E(y)=R;
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 при 0<a<1: Область визначення D(y)=(0;+
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); Область значення E(y)=R.
4. Тригонометричні функції: 
[image: image281.wmf]x

y

sin

=

, 
[image: image282.wmf]x

y

cos

=

, 
[image: image283.wmf]x

tg

y

=

, а також 
[image: image284.wmf]ctgx

y

=

, 
[image: image285.wmf]x

y

sec

=

, 
[image: image286.wmf]x

ec

y

cos

=

;

[image: image287.wmf]x

y

sin

=

: Область визначення D(sinx)=R; Область значень E(sinx)=[-1;1].
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: Область визначення D(cosx)=R; Область значень E(cosx)=[-1;1].
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5. Обернені тригонометричні функції: 
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: Область визначення D(arcsinx)=[-1;1]; Область значень E(arcsinx)=[
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: Область визначення D(arccosx)=[-1;1]; Область значень E(arccosx)=[0;π].
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: Область визначення D(arcctgx)=(-∞;∞); Область значень E(arcctgx)=(0;π).
Існують і неелементарні функції. Це, наприклад, y=sign x.
6. Границя послідовності. Властивості збіжних послідовностей.

Послідовністю називається функція натурального аргумента, тобто коли кожному натуральному числу 
[image: image305.wmf]n

 ставиться у відповідність дійсне число.

Послідовність називається зростаючою (спадною) , коли при збільшенні  (зменшенні) 
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 члени послідовності зростають (зменшуються), тобто якщо при 
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Число 
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 називається границею послідовності 
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Теорема1. Якщо послідовність має границю, то ця границя єдина.

Доведення.

Припустимо супротивне. Нехай послідовність має дві границі 
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Теорема 2. Якщо послідовність має границю, то вона обмежена.

Доведення.

Нехай 
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, тобто послідовність -- обмежена.

Теорема 3. Якщо для послідовностей 
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Теорема4.  Якщо з трьох послідовностей 
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 дві мають одну й ту саму границю 
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Дійсно, нехай дано 
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 справджуються при всіх 
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 всі нерівності справджуватимуться одночасно : 
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Послідовність 
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 називається нескінченно малою , якщо її границя дорівнює нулю.

Теорема 5. Сума скінченного числа нескінченно малих послідовностей є нескінченно мала послідовність.

Теорема6. Добуток обмеженої послідовності на нескінченно малу послідовність є послідовність нескінчено мала.

Теорема 7.  Для того, щоб послідовність 
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Теорема 8. (про границю суми).  Якщо послідовності  
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 Доведення.
6. Границя послідовності. Властивості збіжних послідовностей.
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Теорема 9. (про границю добутку). Якщо послідовності  
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Доведення аналогічне доведенню теореми 8.

Наслідок. Сталий множник можна виносити за знак границі.
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Теорема 10 (про границю частки). Якщо послідовності  
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Доведення.

З умов 
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7. Різні означення границі функції. Їх еквівалентність.
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Еквівалентність означень.
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Нехай виконується означення 1, тобто для всякої послідовності 
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Отже, наше припущення невірне.
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Число 
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Теорема. Щоб існувала границя функції в точці, необхідно і достатньо, щоб існували  і були рівні односторонні границі.

8. Існування границі для монотонних послідовностей та функцій. Критерій існування 
границі для послідовностей, функцій.

Теорема про існування границі монотонної послідовності.

I. 1) Якщо послідовність 
[image: image483.wmf]{

}

1

n

n

x

¥

=

 монотонно зростаюча можливо в широкому сенсі і обмежена зверху, то вона має скінчену границю
[image: image484.wmf]{

}

limsup

nn

n

xx

¥

=

=

.

    2)Якщо послідовність 
[image: image485.wmf]{

}

¥

=

1

n

n

x

 монотонно зростаюча можливо в широкому сенсі і необмежена зверху, то 
[image: image486.wmf]+¥

=

n

x

lim

. 
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Доведення.

I 1) Дано послідовність
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II Доводиться аналогічно.

Теорема про існування границі монотонної функції.
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II. 1) Якщо 
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Доведення. 
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II. Доводиться аналогічно.
8. Існування границі для монотонних послідовностей та функцій.
Критерій існування границі для послідовностей (критерій Больцано-Коші).
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 Достатність випливає із критерію Больцано-Коші для послідовностей.
9. Неперервність функції в точці. Точки розриву. Неперервність елементарних функцій.
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11. Рівномірна неперервність.Теорема Кантора.Наслідок.
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15. Формула Тейлора. Залишковий член у формі Пеано, Шлеміліха і Роша, 
Лагранжа, Коші.
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16.Необхідні і достатні умови сталості функції, монотонності функції.
Необхідні і достатні умови сталості функції.

   Теорема. Нехай функція 
[image: image1096.wmf](

)

x

f

 визначена  на проміжку X і всередині цього проміжку має похідну 
[image: image1097.wmf](

)

x

f

¢


[image: image1098.wmf], а на кінцях (якщо вони належать X) зберігає неперервність. Для того, щоб функція f(x) була тотожня константа в X необхідно і досить, щоб  
[image: image1099.wmf](

)

x

f

¢

=0 в середині X.
    Дов. Необхідність. Нехай 
[image: image1100.wmf](

)

x

f

тотожня константа , 
[image: image1101.wmf]X

Î

x

.То очевидно, що
[image: image1102.wmf](

)

0

)

(

=

¢

=

¢

c

x

f

.Необхідність виконується.

Достатність. Дано, що похідна у кожній точці дорівнює нулю. Треба показати, що  
[image: image1103.wmf]f(x)

тотожня стала. Це означає, що які б ми дві точки з області X не взяли  
[image: image1104.wmf]

 EMBED Equation.3 [image: image1105.wmf]0

)

(x

-

(x)

0

=

f

f

.
    Застосуємо теорему Лагранжа. 
[image: image1106.wmf](

)

(

)

0

0

)

(

)

(x

-

(x)

0

0

0

=

-

×

=

-

×

¢

=

x

x

x

x

c

f

f

f

. 
[image: image1107.wmf](

)

x

f

=
[image: image1108.wmf](

)

0

x

f

=const.

Теорему доведено.

    Наслідок. Якщо 
[image: image1109.wmf](

)

x

f

 і g(x) визначені на проміжку X і всередині нього мають скінченні похідні 
[image: image1110.wmf](

)

x

f

¢

 і g(x), ці похідні рівні, то ці функції відрізняються на сталу  
[image: image1111.wmf](

)

const

x

g

x

f

=

-

)

(


Дов. Функція 
[image: image1112.wmf](

)

x

f

-g(x) має похідну 
[image: image1113.wmf](

)

0

)

(

º

¢

-

¢

x

g

x

f

.То 
[image: image1114.wmf](

)

.

)

(

const

x

g

x

f

º

-


Необхідні і достатні умови монотонності функції у широкому розумінні.
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Необхідні і достатні умови монотонності функції у вузькому розумінні.
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18. Випуклість графіка функції. Необхідні і достатні умови випуклості. Точки перегину графіка функції. Умови існування.
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19. Асимптоти графіка функції. Знаходження асимптот.
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20. Первісна функція, властивості. Таблиця первісних.
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21. Заміна змінної  та інтегрування  частинами.

Інтегрування шляхом заміни змінної.  В основі цього методу лежить таке зауваження: якщо відомо, що  
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Нехай потрібно обчислити такий інтеграл: 
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Правило інтегрування частинами  має більш обмежену область використання ніж заміна змінних. Але є цілі класи інтегралів, наприклад,
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Повторне використання правила інтегрування частинами приводить до загальної формули інтегрування частинами.
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Замінивши в формулі (1) 
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Домножуючи дані рівності по черзі на  +1  або на -1 і складаючи їх почленно по  знищенню однакових інтегралів у правій і лівій частинах,  ми  прийдемо до такої формули: 
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Особливо вигідно користуватися даною формулою, коли одним із множників підінтегральної функції є многочлен. Якщо 
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22. Інтегрування раціональних функцій.

Розглядаємо невизначені інтеграли від неперервних функцій. Нас цікавить, коли вони виражаються через скінчену кількість елементарних функцій. Випадок, коли інтеграл виражається через скінчену кількість елементарних функцій називається взяття інтеграла в скінченому вигляді в квадратурах або інтегрування в скінченому вигляді. Є багато невизначених інтегралів, які не беруться в скінчених квадратурах. 

Нам потрібно виділити класи підінтегральних функцій, щоб інтеграл від них брався в скінчених квадратурах.    1.Раціональні або дробово-раціональні функції: 
Найпростішим представником цього класу є многочлен: 
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Дробово-раціональна функція – відношення двох многочленів
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3.Інтегрування правильних дробів

Маємо правильний дріб 
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Правильний нескоротний дріб має вигляд:
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22. Інтегрування раціональних функцій
Метод невизначених коефіцієнтів: 
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Коефіцієнти 
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(2) визначаються однозначно.

Правильний нескоротний дріб представимо у вигляді (1) з коефіцієнтами (2). Зводимо до спільного знаменника і прирівнюємо P(x) до чисельника зведеного дробу. Коефіцієнти при однакових степенях х повинні бути рівні. Прирівнюємо коефіцієнти і знаходимо їх з отриманих рівнянь. Потім можемо інтегрувати уже суму простих дробів.

Виділення раціональної частини при інтегруванні раціональних функцій.(Метод Остроградського). Обчислимо
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22. Інтегрування раціональних функцій
Інтегрування раціональних функцій від тригонометричних аргументів.
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23.Означений інтеграл. Необхідна умова інтегровності. Необхідні і достатні умови інтегровності.
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23.Означений інтеграл. Необхідна умова інтегровності. Необхідні і достатні умови інтегровності.

Необхідні і достатні умови інтегровності.
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24. Класи інтегровних функцій.
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25.Властивості означених інтегралів.
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25.Властивості означених інтегралів
Необхід.і достат.умова існування інтеграла Рімана 
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Покажемо достатність: 
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26. Інтеграл зі змінною верхньою межею, властивості. Формула Ньютона-
Лейбніца. 

Якщо функція f(x) інтегровна в проміжку [a, b] (a≷b), то вона інтегровна і на проміжку [a, x], де x є довільне значення з [a, b]. Замінивши границю b визначеного інтеграла змінною х, отримаємо вираз  
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,    (1)     який є функцією від х. Ця функція має такі властивості:

1. Якщо функція f(x) інтегровна в [a, b], то 
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буде неперервною функцією від х в тому ж проміжку.

Доведення. Надавши х довільного приросту 
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 (так, щоб x+h не виходило за межі даного проміжку), отримаємо нове значення функції (1) 
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. Застосувавши до цього інтегралу теорему про середнє значення 
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 міститься  між точними границями 
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 функції f(x) в проміжку [x, x+h], а отже, тим більше між (постійними) її границями 
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 в основному проміжку [a, b]. Якщо спрямувати тепер h до нуля, то, очевидно 
[image: image1915.wmf]()()0

xhx

F+-F®

 або 
[image: image1916.wmf]()()

xhx

F+®F

, що й доказує неперервність функції 
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2. Якщо припустити, що функція f(t) неперервна в точці t=x, то в цій точці функція 
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 має похідну, яка дорівнює f(x), тобто 
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Доведення. Дійсно, із (2) маємо 
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. Але, зважаючи на неперервність функції f(t) при t=x, для будь-якого 
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 для всіх значень t в проміжку [x, x+h]. В такому випадку виконуються нерівності  
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, що й треба було довести.

Ми прийшли до такого висновку: для неперервної в проміжку [a, b] функції f(x) завжди існує похідна; прикладом її є визначений інтеграл (1) зі змінною верхньою межею.

Основна формула інтегрального числення (Формула Ньютона-Лейбніца). 

Для неперервної в проміжку [a, b] функції f(x) інтеграл (1) є первісною функцією. Якщо F(х) є довільна первісна для f(x) функція, то 
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. Сталу С можна визначити, поклавши тут х=а, бо 
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.    (А) – це основна формула інтегрального числення.

Отже, значення визначеного інтеграла визначається в різниці двох значень, при х =b і при x=a, будь-якої первісної функції. 

Якщо застосувати до інтегралу теорему про середнє і згадати, що 
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27. Застосування означеного інтеграла(обчислення площ, об’єму тіла, довжини кривої)

Нехай ми маємо фігуру, обмежену однією або кількома замкненими кривими. Розглянемо множину многокутників, які повністю містять фігуру Р(їх площі позначимо В) і множину многокутників, які повністю містяться в фігурі Р(їх площі позначимо А). Множина чисел В обмежена знизу будь-яким А, тому вона має точну нижню грань Р
[image: image1937.wmf]*

. Множина чисел А обмежена зверху будь-яким , тому вона має точну верхню грань Р
[image: image1938.wmf]*

. Якщо зовнішня площа співпадає з внутрішньою, то говорять, що фігура квадровна, тобто така, що має площу. Для того, щоб фігура (Р) була квадровною, необхідно і достатньо, щоб 
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 існували 2 многокутники (А)-вписаний в (Р) з площею А і (В)-описаний навколо (Р) з площею В такі, що В-А<
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. Якщо ми маэмо фігуру (Р), (Р1)-частина її, (Р)=(Р1)
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 (Р2), то з квадровності будь-яких двох з записаних 3 фігур випливає квадровність третьої і Р=Р
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Нехай крива задається y=f(x), x
[image: image1944.wmf]Î

[a, b], f(x)
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 . [a, b] розіб’ємо на частини : a=x
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=b. Знайдемо supf(x) на кожній частині: supf(x)=Mі, inff(x)=m
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. Утворимо s=
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. Візьмемо S-s=
[image: image1951.wmf]1

0

n

ii

i

x

w

-

=

D

å

. S-площа описаного многокутника навколо трапеції, s-площа вписаного многокутника в трапецію. З  необхідних і достатніх умов інтегровності ці площі мають одакову границю. Тому площа трапеції існує. Площа криволінійної трапеції, обмеженої прямими у=с, у=d, x=g(y), x
[image: image1952.wmf]11
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 (y)-інтегровні на [c, d] рівна: S=
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. Для першої будемо мати: S=
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. Аналогічно площа криволінійного сектора рівна: s=
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, де g(
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)=r, 
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-полярний кут, r-полярний радіус, 
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. Нехай маємо деяке тіло в трьохвимірному просторі. (А)- многогранник, який міститься в тілі (V) і має об’єм А, (В)- многогранник, який містить  тіло (V) і має об’єм В. infB=V
[image: image1960.wmf]*

-зовнішній об’єм, supA=V
[image: image1961.wmf]*

- внутрішній об’єм. Якщо зовнішній об’єм співпадає з внутрішнім, то таке тіло називається кубовним. Для того, щоб тіло (V) було кубовне, необхідно і достатньо, щоб 
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 2 такі многогранники (А)
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 (V) і (В)
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 (V) з об’ємами А і В, що В-А
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) відділяється деякою поверхнею або (V
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) обмежена замкнутою поверхнею, то з кубовності двох з 3 тіл випливає кубовність 3 і об’єм V=V
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 . Нехай в ХОУ маємо деяку неперервну криву f(x), при чому f(x)>0 і не перетинає осі х. Будемо цю криву обертати навколо осі ОХ. Поділимо відрізок [a, b] на частини і через точки поділу проведемо площини, перпендикулярні до ОХ. 
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. Розглянемо циліндр r=m
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. Об’єми циліндрів рівні 
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. Оскільки функція неперервна, то S i s прямують до інтеграла 
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=V. Розглянемо тіло, розміщене вздовж осі ОХ. Якщо робити перерізи тіла площинами, перпендикулярними до ОХ, частинки, площа яких залежить від точки, в якій зроблено переріз. Ці перерізи проектуємо в площину YOZ. Якщо ці перерізи мають один з одним спільні частинки, то об’єм такого тіла дорівнює 
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, де Р(х)-площа перерізу, зробленого в точці х площиною, перпендикулярною до ОХ. 

27. Застосування означеного інтеграла(обчислення площ, об’єму тіла, довжини кривої)
Нехай плоска крива задана параметрично х=х(t), y=y(t) (1), де х(t), y(t)-неперервні функції на відрізку [
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]. Aвідповідає значенню параметра t=
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. Ці точки назвемо Т-розбиттям даного відрізка. Тоді кожному значенню параметра t=
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 на кривій АВ відповідатиме точка М
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. Сполучимо ці точки відрізками прямої. В результаті в криву АВ буде вписано ламану, периметр якої позначимо через Р=
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. Р залежить від Т-розбиття. Найбільшу довжину частинного відрізка позначимо 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image1995.wmf]®

0, то найбільша сторона ламаної теж наближається до 0. Якщо існує границя периметра ламаної, вписаної в криву АВ, при
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 EMBED Equation.3  [image: image1997.wmf]®

0, то криву АВ називають спрямлюваною, а саму границю-довжиною дуги. Теорема. Якщо функції x(t), y(t)-неперервні на [
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] і мають на ньому неперервні похідні x’t), y’(t), то крива, задана рівняннями (1), є спрямлюваною і її довжина S=
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. Доведення. Розглянемо довільне Т-розбиття відрізка [
[image: image2000.wmf]b

a

,

] . Знайдемо значення Р(Т) для цього розбиття.  P(T)=
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Оскільки y’(t) неперервна на відрізку, то вона рівномірно неперервна на ньому.  Тому для числа 
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. Якщо АВ задано рівнянням y=f(x), то s=
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29 Числові  ряди. Збіжність. Необхідна умова збіжності. Необхідна  і достатня умова збіжності.
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, якщо така границя існує і є скінченим числом, то кажуть, що ряд (1) є збіжним. Якщо 
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, (2) . Такий ряд називається залишком ряду (1) після  
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Теорема

Якщо, збігається ряд (1), то збігається і будь – який його залишок. Навпаки, із збіжності залишку (2) випливає збіжність ряду (1).

 Доведення. Зафіксуємо 
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 Необхідною і достатньою умовою збіжності будь – якого числового ряду є збіжність до нуля  його  залишку .

Якщо ряд збіжний, то 
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 повинно прямувати до нуля. Якщо залишок 
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Необхідна умова збіжності.

Загальний член 
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 збіжного ряду  прямує до нуля. 

Це видно з того, що раз 
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. Зауважимо, що з того що загальний член  прямує до нуля не слідує, що ряд збіжний.
Критерій  Больцано - Коші  збіжності числового ряду.
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30 Ознаки збіжності додатніх рядів

Нехай дано два ряди з додатніми членами
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Теор.1. Коли кожен член ряду (1) не більший від відповідного члена ряду (2), тобто
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Довед. Припустимо, що 
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 є неспадна і обмеж. ф–я; тому 
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Теор. 2. Коли кожний член ряду (1) не менший від відповідного члена ряду (2), тобто 
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, і ряд (2) розбіж., то ряд (1) також розбіжн. 

Довед. Через те що 
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 не спадає, то розбіжн. ряду (2) може виникати тільки внаслідок того, що 
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, тобто ряд (1) розбіжн. Що й треба було довести.

Ознака Даламбера. Коли при 
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 ряд розбіг. При 
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 ряд може бути як збіжн., так і розбіжн.

Довед. Нех. 
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 ще залишалося меншим 1. Але тоді на підставі загальної ознаки Даламбера робимо висновок, що рядзбіг.

Нехай 
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 ще залиш. більшим від 1; на підставі загальної ознаки Даламбера робимо висновок, що ряд розбіг.

Нарешті, нех. 
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Ознака Коші. Коли при 
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 може бути як збіжним, так і розбіжним.   Доведення цілком таке саме, як і в ознаці Даламбера.
Інтегральна ознака Коші.  Коли члени ряду
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можна розглядати як значення якоїсь додатної неперервної і спадної в інтервалі від 
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то ряд збігається, коли невласний інтеграл
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збігається, і розбігається, коли цей інтеграл розбігається.
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Довед. Розгл.. криволінійну трапецію, обмежену лінією 
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Площа її вимірюється інтегралом
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Позначимо цілі точки основи: 
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. Площа першої фігури менша за площу даної криволінійної трапеції, площа другої – більша за неї, тобто маємо 
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Звідси дістаємо дві нерівності:
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Таким чином, 
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 як зростаюча і обмежена ф–я має границю і, отже, ряд збіг.

2) Нехай 
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 також необмежено зростає, тобто ряд розбігається.

31. Абсолютно і умовно збіжні ряди. Властивості.

Нехай дано ряд 
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Озн. Якщо разом з рядом (1) збігається ряд складений з абсолютних величин членів даного ряду, то ряд (1) наз. абсолютно збіжним; якщо ряд (1) збігається , а ряд складений з абсолютних величин розбігається, то ряд (1) наз. не абсолютно(умовно) збіжним.  

Теорема Коші(про абсолютну збіжність): Якщо збігається ряд (2), то збігається (1).

Доведення: Перевіримо для ряду (1) виконання критерію збіжності Больцана-Коші, тобто: 
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.
  Оскільки (2)- збіжний, то для нього виконується критерій  Больцана-Коші, тобто :
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. Теорема доведена.

На абсолютну збіжність ряди перевіряють так: 

1.Якщо 
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, то ряди (1) і (2) – розбіжні.

2. Якщо 
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, то виконується тільки необхідна умова. Складаємо ряд (2)- це додатній ряд і до нього можна застосувати ознаки порівняння:
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- ознака Даламбера;  
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- ознака Раабе; 

Можна використовувати теорему Больцана-Коші. Але якщо ми показали, що ряд (2) розбіжний, то треба досліджувати за критерієм Больцана-Коші через залишок, або через означення збіжності ряду.Над збіжними рядами можна виконувати такі операції, як додавання, віднімання, множення на число, множення  двох рядів:
1.якщо ряд збігається абсолютно, то ряд, який складений з тих самих елементів, але в іншому порядку, також збігається абсолютно до того самого числа.

2. якщо ряд (1) абсолютно збіжний і 
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3.якщо ряди  
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 (3) абсолютно збіжні, то ряд 
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 також абсолютно збіжний.
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Доведення: із всеможливих добутків складаємо суму 
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31. Абсолютно і умовно збіжні ряди. Властивості
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Запишемо ряд по таблиці наступним чином  і отримаємо:  
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5. для абсолютно збіжних рядів має місце переставний, груповий і розподільний закони.

Для умовно збіжних рядів переставний закон не має місця.
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Отже, ні один з  рядів (3), (4) не збігаються, а отже дані два ряди є розбіжні. Лема доведена.
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32. Функціональні ряди і послідовності. Рівномірна збіжність. Критерій рівномірної збіжності. Ознака Вейєрштрасса, Абеля, Діріхле.
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32. Функціональні ряди і послідовності. Рівномірна збіжність. Критерій
 рівномірної збіжності. Ознака Вейєрштрасса, Абеля, Діріхле.
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Доведення. Ознака Абеля для ряду (*) читається так: Якщо 1)
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34. Почленне інтегрування і диференціювання.
Теорема1. Якщо функції 
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Теорема3. Нехай функції 
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35. Ряд Тейлора. Розклад в ряд Тейлора

Означення. Степеневим рядом називається функціональний ряд 
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Члени якого є добутками сталих на степеневі ф-ї(з цілими показниками) від різниці 
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Означення. Рядом Тейлора для ф-ї Коли в певному околі точки 
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Ці коефіцієнти наз. коефіцієнтами Тейлора ф-ї 
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Означення. Ф-я, яка в деякому інтервалі може бути подана своїм збіжним рядом Тейлора, наз. аналітичною в цьому інтервалі.


Розглянемо декілька важливих прикладів розкладів ф-й в ряди Тейлора:
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Отже, внаслідок довільності М ряд
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Збігається до будь-якого х, тобто на всій осі Ох. Цей ряд наз. експоненціальним. ■
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36. Функція багатьох змінних. Границя, неперервність. Повторні і подвійні границі.

Нехай маємо 
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Арифметичні операції , які повторно застосовують до незалежних змінних 
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- це ціла раціональна і дробова раціональна функції.

Нехай точка  
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Сформулюємо дане означення “на мові 
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 EMBED Equation.3  [image: image2535.wmf], то випливає із уже доведеного, що якщо 
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37 Частинні похідні. Похідна за напрямом. Градієнт. Рівність змішаних 
частинних похідних.

Нехай маємо ф-ю 
[image: image2540.wmf](

)

R

x

x

x

f

n

Î

,

,...,

1

 . Надамо 
[image: image2541.wmf]1

x

 приріст 
[image: image2542.wmf]1

x

D

так, щоб точка 
[image: image2543.wmf](

)

n

x

x

x

x

M

,...,

,

2

1

1

1

D

+

 належала R. Розглянемо різницю 
[image: image2544.wmf](

)

(

)

n

n

x

x

x

f

x

x

x

x

f

,...,

,

,...,

,

2

1

2

1

1

-

D

+

 
[image: image2545.wmf](

)

1

. Ця різниця називається частинним приростом ф-ї по першій координаті. (1)=
[image: image2546.wmf](

)

(

)

(

)

n

j

j

n

j

j

n

j

j

j

x

x

x

x

x

x

f

x

x

x

x

x

f

x

x

x

x

x

f

,...,

,

,...,

,

,...,

,

,...,

,...,

,

,

,...,

1

1

2

1

1

1

1

1

1

1

+

-

-

+

-

-

D

+

=

D

. Розглянемо 
[image: image2547.wmf](

)

1

0

1

x

M

f

x

D

D

. Шукаємо границю 
[image: image2548.wmf](

)

1

0

0

1

1

lim

x

M

f

x

x

D

D

®

D

. Якщо така границя 
[image: image2549.wmf]$

 і вона скінченна, то її називають частинною похідною по 1-й координаті в т. 
[image: image2550.wmf]0

M

. 
[image: image2551.wmf]
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. По аналогії можна отримати будь-яку частинну похідну по будь-якій змінній. 
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 (2). Нехай (2) 
[image: image2558.wmf]$

 в 
[image: image2559.wmf]"

точці 
[image: image2560.wmf]X

M

Î

. Тоді її можна розглядати як ф-ю т. М. Наприклад, маємо пох. по 1-му аргументу в кожній точці 
[image: image2561.wmf](

)

M

f

x

¢

1

. Виникає питання чи 
[image: image2562.wmf]$



 EMBED Equation.3  [image: image2563.wmf](

)

¢

÷

ø

ö

ç

è

æ

¢

¢

÷

ø

ö

ç

è

æ

¢

j

n

n

x

x

x

x

M

f

M

f

,

...

,

)

(

1

. Якщо 
[image: image2564.wmf]$



 EMBED Equation.3  [image: image2565.wmf](

)

¢

÷

ø

ö

ç

è

æ

¢

j

j

x

x

M

f

то її називають частинною похідню 2-го порядку від ф-ї 
[image: image2566.wmf]f

по змінній 
[image: image2567.wmf]j

x

 і позначають 
[image: image2568.wmf](

)

²

=

¶

¶

=

¢

÷

ø

ö

ç

è

æ

¢

2

2

2

j

j

j

x

j

x

x

f

x

f

M

f

. Якщо 2-гу частинну похідну по 
[image: image2569.wmf]²

2

j

x

f

розглядати як ф-ю в кожній точці і від неї 
[image: image2570.wmf]$

 пох. в кожній точці, то її називають третьою частинною похідною 
[image: image2571.wmf]¢

²

=

¢

²

3

2

)

(

j

j

x

x

f

f

. Виникає питання чи 
[image: image2572.wmf]$

 похідна по 
[image: image2573.wmf]2

x

. Якщо вона 
[image: image2574.wmf]$

, то: 
[image: image2575.wmf]-

²

=

¶

¶

¶

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

¶

¶

=

¢

÷

ø

ö

ç

è

æ

¢

2

1

2

1

1

2

2

1

2

x

x

x

x

f

x

x

f

x

f

x

f

 змішана похідна 2-го порядку по 
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ТЕОРЕМА: (про рівність змішаних частинних пох.): Якщо ф-я 
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37 Частинні похідні. Похідна за напрямом. Градієнт. Рівність змішаних 
частинних похідних.
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Означення: Вектор 
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38. Диференційовність ф-ції багатьох змінних. Достатні умови 
диференційовності.
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Якщо виконується (1), то ми говоримо, що функція диференційовна в точці 
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Отже з існування похідних не випливає (3) є достатні умови диференційовності.

Теорема. Якщо 
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38. Диференційовність ф-ції багатьох змінних. Достатні умови диференційовності
Доведення. Знайдемо повний приріст функції в точці 
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Кожен раз розглядаємо приріст, як приріст функції однієї змінної. До кожного приросту застосуємо теорему Лагранжа про скінченні прирости . Це можна зробити, якщо 
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. За теоремою Лагранжа.

Використаємо те, що похідні неперервні в 
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Використаємо властивості границь 
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(3) доведено.

Зауваження 1.Для компактності запису (3) запишемо ці нескінченно малі через відстань 
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Отже (3) має вигляд: 
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Зауваження 2. Означення диференційовності можна давати в такому вигляді: 
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41. Степеневі ряди в комплексній площині. Теорема Коші-Адамара.

Степеневий ряд  
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 це відбувається дає теорема Коші-Адамара.

Теорема Коші-Адамара: Якщо 
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Доведення: Зауважимо, що ряд (1) завжди збігається в точці 
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(2). Можуть появитися наступні випадки:
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 за ознакою Коші звідси випливає збіжність ряду (2) в усіх точках площини, тобто абсолютна збіжність ряду (2) для всіх 
[image: image2720.wmf]z

.

б) Нехай 
[image: image2721.wmf]L=¥

. При всіх 
[image: image2722.wmf]0

z

z

¹

 тоді маємо: 
[image: image2723.wmf],

lim

lim

0

0

¥

=

-

=

-

¥

®

¥

®

n

n

n

n

n

n

n

a

z

z

z

z

a
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 ряд (2) збігається за ознакою Коші. Звідси випливає абсолютна збіжність ряду (1) в крузі 
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Областю збіжності степеневого ряду є круг – круг збіжності – радіуса 
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Областю збіжності цього ряду є круг з центом в 
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42. Невласні інтеграли 1 і 2 роду. Критерій збіжності. Достатні умови 
збіжності.

Критерій Коші збіжності невласного інтегралу першого роду:
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Критерій Коші збіжності невласного інтегралу другого роду:
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Абсолютна та умовна збіжність невласних інтегралів першого роду
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Якщо  збіжний (1) і збігається(2), то (1) - абсолютно збіжний, а f(x) абсолютно інтегровна.

(1) умовно збіжний 
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Теорема: Якщо f(x) абсолютно інтегровна, 
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Теорема: (1) абсолютно збіжний 
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Абсолютна та умовна збіжність невласних інтегралів другого роду
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Якщо  для збіжного (3) збігається(4), то (3) - абсолютно збіжний, а f(x) абсолютно інтегровна.

(3) умовно збіжний 
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Ознаки Абеля та Діріхле для невласних інтегралів першого роду
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42. Невласні інтеграли 1 і 2 роду. Критерій збіжності. Достатні умови 
збіжності.

Ознака Абеля: Якщо 
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Ознака Діріхле: Якщо S(A) = 
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Ознаки Абеля та Діріхле для невласних інтегралів другого роду
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Ознака Абеля: Якщо 
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43. Екстремум  функції багатьох змінних. Необхідна умова. Достатні умови екстремуму 
функції двох змінних.
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 щоб для всіх точок цього околу виконувалась нерівність 
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.  Якщо цей окіл взяти настільки малим, щоб у кожній точці, крім самої точки 
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Для позначення максимуму і мінімуму використовують загальний термін екстремум.
Припустимо, що дана функція в деякій точці  
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 Аналогічно показується, що в точці 
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 всі інші частинні похідні дорівнюють нулю.

Підозрілими на екстремум є точки, в яких всі частинні похідні першого порядку перетворюються в нуль. Їх координати можна знайти розв’язавши систему рівнянь:
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. Такі точки називаються стаціонарними.
Як і у випадку однієї змінної, в стаціонарній точці не обов’язково є екстремум. Тому розглянемо умови, достатні для існування екстремуму в стаціонарній точці.

Розглянемо випадок функції двох змінних 
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44_4 Рівняння в повних диференціалах. Інтегруючий множник.
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44_5 Диференціальні рівняння 1 порядку: Лінійні рівняння 1 порядку. Однорідні і 
неоднорідні. Рівняння Бернуллі.

Рівняння вигляду 
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2) метод Бернуллі або метод підстановки:
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3) метод інтегрувального множника, м. Ейлера:
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З першого рівняння шукається функція v і підставляється в друге рівняння, звідки знах. функція u і диференціюється.Зауваження: описані способи застосовуються також для рівняння вигляду 
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44_6 Рівняння, не розвязані відносно похідної.

 Основні поняття, задача Коші. 
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Для рівняння 
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  (2) — умова Коші.  Умова (2) для однозначного визначення Будь-якого розв’язку рівняння (1) не достатньо. Тому потрібно додати ще одну умову 
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Отже задача Коші має вигляд (1), (2), (3). Будемо говорити, що розв’язок задачі Коші (1)-(3) єдиний, якщо через кожну точку 
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Тоді рівняння (1) має єдиний розв’язок 
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теорему Пікара-Коші , одержимо, що воно моє єдиний розв’язок 
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.  Отже знайдений розв’язок є шуканим розв’язком рівняння (1), причому він задовольняє умови (2), (3).

Рівняння степеня n. 


[image: image3132.wmf]
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 (1) —це рівняння 1-го порядку 
[image: image3134.wmf]n
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 то рівняння (1) згідно з основною теоремою алгебри визначає 
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дифрівнянь 1-го порядку розв’язним відносно похідної. 
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Нехай в кожній точці 
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 напрями поля, які визначаються кожним з рівнянь (2) різні, тобто інтегральні криві різних рівнянь з (2) не можуть дотикатися одна одної в середині області 
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 Тоді сукупність загальних розв’язків 
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 визначають загальний інтеграл рівняння (1), який можна записати у вигляді 
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  Якщо поля, які визначаються рівняннями (2) не задовольняють зробленому вище припущенню то існує хоча б одна точка 
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44_6 Рівняння, не розвязані відносно похідної.
Неповні рівняння.
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(6) . Нехай рівняння (6) визначає скінченне і злічене число дійсних розв’язків 
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           Рівняння, які явно не містять 
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I. Нехай рівняння (9) розв’язується відносно 
[image: image3158.wmf]y

¢

, тобто 
[image: image3159.wmf](), 1,2,...

yfxk

k

¢

==

 (10). Сукупність загальних розв’язків 
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 . Рівняння (10) визначає загальний інтеграл рівняння (9).

      II Якщо (9) не розв’язується в елементарних функціях відносно
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            Рівняння, які не містять незалежної змінної. 
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 (12). Рівняння розв’язується відносно похідної.
[image: image3166.wmf],...

2

,

1

=

k

 . Сукупність загальних інтегралів рівняння (12)  
[image: image3167.wmf]()

dy

xc

fy

k

=+

ò

 становлять загальний інтеграл рівняння (11). Можливі особливі розв’язки 
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Узагальнено однорідні рівняння.
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— загальний інтеграл цього рівняння.  Тоді загальний інтеграл узагальнено-однорідного рівняння (1)  
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45. Лінійні диф. р-ня ІІ-го пор.

Заг. вигляд диф.р-ня ІІ-го порядку, розв’язного відносно старшої похідної такий 
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Лінійним р-ням ІІ-го порядку називається рівняння такого вигляду 
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Знаючи, два частині незал. розв’язки р-ня (1), легко отримати загальний розв’язок цього р-ня.
 Теорема. Якщо 
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 (5). Підставляючи вираз (3) у ліву частину р-ня (2), в силу (4) і (5) отримаємо: 
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46. Лінійні диференціальні рівняння із змінними коефіцієнтами 
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Експоненти знищуються, після чого відносно функції 
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