Реферат на тему: 

Ірраціональні рівняння

План

1.  Розв’язування найпростіших ірраціональних рівнянь із відшуканням ОДЗ

2. Піднесення обох частин рівняння до квадрата

3. Метод заміни

4. Виділення повного квадрата

5. Множення обох частин рівняння на вираз, спряжений до виразу в лівій частині

6. Однорідні ірраціональні рівняння

7. Розклад на множники

8. Рівняння з кубічними ірраціональностями

9. Заміна радикалів новими невідомими

10. Уведення параметра 

11. Рівняння з модулями

12. Системи ірраціональних рівнянь

Ірраціональним називають таке рівняння, ліва і права частини якого є алгебраїчними виразами, хоча б один із яких ірраціональний.

Нагадаємо, що ірраціональними називають такі алгебраїчні вирази, які крім дій додавання, віднімання, множення, ділення та піднесення до степеня з натуральним показником містять також і дії добування кореня m-го степеня. 

Ірраціональні вирази виду 
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 називають також радикалами.

Приклади ірраціональних рівнянь:
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В елементарній алгебрі розглядаються лише такі ірраціональні рівняння, в яких радикали парного степеня припускаються арифметичними (невід’ємними), а непарного степеня — додатними або від’ємними, залежно від знака підкореневого виразу.

Загальний метод розв’язування ірраціонального рівняння полягає в тому, що спочатку ізолюють один радикал, а далі обидві частини рівняння підносять до степеня, потім знову ізолюють радикал і т. д. Будь-яке ірраціональне рівняння піс​ля скінченної кількості таких перетворень можна звести до раціонального.

Рівняння, яке дістаємо в результаті, узагалі кажучи, не еквівалентне заданому. Тому, знайшовши розв’язки цього рівняння, потрібно перевірити їх підставленням у дане рівняння і відкинути як сторонні ті з них, які не є розв’язками. Проте якщо обидві ча​стини ірраціонального рівняння підносились до непарного степеня, то перевіряти розв’язок не обов’язково, бо в цьому разі прийдемо до рівняння, еквівалентного даному.

Якщо рівняння містить радикали з невідомим у знаменнику, то його потрібно звільнити від знаменника, виконавши відповідні перетворення.

Перш ніж приступити до розв’язування ірраціонального рівняння, доцільно визначити область допустимих значень (ОДЗ) для невідомого. У деяких випадках після цього відпадає потреба в розв’язанні.

Нехай, скажімо, маємо рівняння
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Для першого радикала ОДЗ становлять значення 
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, а для другого 
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. Отже, у множині дійсних чисел це рівняння не має розв’язків (не існує дійсних значень х, для яких обидва підкореневі вирази невід’ємні).

1.  Розв’язування найпростіших ірраціональних рівнянь із відшуканням ОДЗ

Приклад. Розв’язати ірраціональне рівняння
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· Добуток двох множників дорівнює нулю тоді й тільки тоді, коли принаймні один із них дорівнює нулю. Отже, маємо: 
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Значення 
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 рівняння і не є його коренями.

Приклад. Розв’язати рівняння
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· Знаходимо корені рівнянь 
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 сторонній, оскільки він не входить в ОДЗ 
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Приклад. Розв’язати рівняння
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· Рівняння має очевидний корінь 
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, що не входить в ОДЗ 
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 і є стороннім. Поділивши обидві частини рівняння на х – 2, дістанемо:
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Зауважимо, що іноді перш ніж розв’язувати рівняння, доцільно з’ясувати, чи можуть його ліва та права частини бути рівними між собою. Якщо ні, то рівняння, очевидно, не має розв’язків.

Приклад. Розв’язати рівняння
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· Знайшовши ОДЗ 
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, доходимо висновку, що там виконується нерівність 
[image: image29.wmf]x

x

x

>

+

+

1

2

, звідки 
[image: image30.wmf]x

x

x

>

+

+

1

2

.

Тому дане рівняння не має розв’язків.

Приклад. Розв’язати рівняння
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· Знаходимо ОДЗ із нерівностей:
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Звідси випливає, що 
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Рівняння розв’язків не має.

Приклад. Розв’язати рівняння
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· Знаходимо ОДЗ: 
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. В ОДЗ права частина рівняння від’ємна, а ліва частина невід’ємна. Рівняння не має розв’язків, 
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2. Піднесення обох частин рівняння до квадрата

Приклад. Розв’язати рівняння
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· Підносимо обидві частини рівняння до квадрата:
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Значення 
[image: image41.wmf]0
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 не є коренем рівняння, оскільки при х = 0 обидва підкореневі вирази від’ємні.

Приклад. Розв’язати рівняння
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· Підносимо обидві частини рівняння до квадрата:
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звідки відразу знаходимо 
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, а далі після відповідних перетворень маємо:
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Приклад. Розв’язати рівняння
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· Підносимо обидві частини рівняння до квадрата:
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Після зведення подібних членів дістаємо:
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Приклад. Розв’язати рівняння
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· Виконаємо перетворення:
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Піднісши обидві частини останнього рівняння до квадрата, дістанемо:
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Знайдене значення х не задовольняє рівняння, а отже, 
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Приклад. Розв’язати рівняння
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· Підносимо обидві частини рівняння до квадрата:
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а далі знову підносимо обидві частини перетвореного рівняння до квадрата:
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Значення 
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 не задовольняють дане рівняння.

Приклад. Розв’язати рівняння
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· Підносимо обидві частини рівняння до квадрата:
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Після перетворень дістаємо: 


[image: image60.wmf](
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3. Метод заміни

Нерідко заміною підкореневого виразу можна звести ірраціональне рівняння до раціонального.

Приклад. Розв’язати рівняння
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· Позначивши 
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, дістанемо рівняння 
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Повертаючись до початкових позначень, маємо:
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Приклад. Розв’язати рівняння
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· Позначивши 
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Повертаючись до початкових позначень, маємо:
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Приклад. Розв’язати рівняння
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· Позначивши 
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Повертаючись до початкових позначень, маємо:
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Приклад. Розв’язати рівняння
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· Позначивши 
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Повертаючись до початкових позначень, маємо:
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Приклад. Розв’язати рівняння
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· Позначимо 
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Розв’язуючи рівняння: 
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)

,

2

8

2

3

+

=

+

z

z

 дістаємо: 
[image: image89.wmf],

1

1

=

z

 
[image: image90.wmf],

2

2

=

z

 
[image: image91.wmf]3

3

-

=

z

.

Остаточно маємо: 
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Приклад. Розв’язати рівняння
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· Позначивши 
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Приклад. Розв’язати рівняння
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· Виконаємо таке перетворення:
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Скориставшись заміною 
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Повертаємось до початкових позначень:
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Приклад. Розв’язати рівняння
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Рівняння 
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Розв’язуючи рівняння 
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Приклад. Розв’язати рівняння
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· Позначивши 
[image: image114.wmf]z

x

x

=

+

-

2

1

, дістанемо рівняння
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Повертаючись до початкових позначень, маємо:
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Корінь 
[image: image119.wmf]4

x

 — сторонній.

Приклад. Розв’язати рівняння
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· Позначивши 
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, дістанемо рівняння 
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Повернувшись до початкових позначень, знайдемо 
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4. Виділення повного квадрата

Розв’язуючи ірраціональні рівняння, часто використовують метод виділення повного квадрата.

Приклад. Розв’язати рівняння
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· Виділимо під радикалами повний квадрат
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Розв’язуючи це рівняння на проміжках 
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, знаходимо корені 
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Приклад. Розв’язати рівняння
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· Позначивши 
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Звідси випливає: 
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Приклад. Розв’язати рівняння
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· Перетворимо ліву частину рівняння:
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Далі маємо:
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Приклад. Розв’язати рівняння
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· Під знаком кореня маємо повний квадрат:
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Знаходимо ОДЗ:
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З першої системи визначаємо 
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З другої системи маємо 
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Корінь 
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Приклад. Розв’язати рівняння
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· Виділяємо повний квадрат:
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У результаті заміни 
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Позначивши 
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Узявши 
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Віднімаючи почленно друге рівняння від першого, маємо:
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Розв’язуємо останнє рівняння:
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Оскільки 
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5. Множення обох частин рівняння на вираз, спряжений до виразу в лівій частині

Приклад. Розв’язати рівняння
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(1)

· Помножимо обидві частини рівняння на вираз, спряжений до виразу в лівій частині:
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Після перетворень дістаємо рівняння
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Маємо корінь рівняння 
[image: image172.wmf]5

1

=

x

. З рівнянь (1), (2) випливає:
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Підносимо обидві частини цього рівняння до квадрата:
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Корінь 
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Приклад. Розв’язати рівняння
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· Ліву і праву частини рівняння помножимо і поділимо на відповідні спряжені вирази:
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Виконавши перетворення, дістенемо рівняння
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ліва і права частини якого мають спільний множник 
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Приклад. Розв’язати рівняння 
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з кубічними ірраціональностями.

· Помноживши ліву і праву частини даного рівняння на вираз 
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Дістанемо різницю кубів:
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Звідси після спрощень маємо:
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Виконавши заміну 
[image: image187.wmf]z

x

=

-

3

2

, 
[image: image188.wmf]3

2

z

x

-

=

, дістанемо: 


[image: image189.wmf]1

7

3

3

+

=

+

z

z

, 
[image: image190.wmf]1

1

=

z

, 
[image: image191.wmf]2

2

-

=

z

; 
[image: image192.wmf]1

1

=

x

, 
[image: image193.wmf]10

2

=

x

.

6. Однорідні ірраціональні рівняння

Рівняння виду
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називається однорідним. Воно зводиться до квадратного рівняння заміною
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Приклад. Розв’язати рівняння
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· Скориставшись позначенням
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Переходячи до початкових позначень, маємо:
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Приклад. Розв’язати рівняння


[image: image203.wmf]x

x

x

x

2

15

2

15

2

2

=

+

+

+

.

Поділивши обидві частини рівняння на х, дістанемо: 
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Візьмемо 
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У початкових позначеннях маємо:
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Корінь 
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7. Розклад на множники

Приклад. Розв’язати рівняння
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· Знайдемо спочатку ОДЗ з нерівностей
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Винесемо спільний множник за дужки:
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Піднесемо обидві частини рівняння до квадрата і виконаємо відповідні перетворення:


[image: image220.wmf]1

2

1

6

2

+

=

-

+

+

x

x

x

;


[image: image221.wmf]4

4

1

1

6

2

2

6

2

+

=

-

+

-

+

+

+

x

x

x

x

x

.

Остаточно маємо: 
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Приклад. Розв’язати рівняння
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· Винісши корінь четвертого степеня за дужки і виконавши відповідні перетворення, дістанемо:
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Приклад. Розв’язати рівняння
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· Виносимо 
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 за дужки і виконуємо перетворення:
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Остаточно маємо:
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8. Рівняння з кубічними ірраціональностями

Розглянемо ірраціональне рівняння виду
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Піднесемо обидві частини рівняння до куба:
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Спростимо здобуту рівність, скориставшись (1):
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(2)

Підносимо обидві частини рівняння (2) до куба:
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Якщо рівняння (1) має корінь, то він є і коренем рівняння (2). Проте рівняння (2) може мати корінь, який не є коренем рівняння (1).

Позначимо 
[image: image241.wmf](
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Тоді рівняння (2) набере вигляду
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Це рівняння відрізняється від рівняння (1), яке, скориставшись тими самими позначеннями, можна записати у вигляді 
[image: image245.wmf]3
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. Якщо рівняння (2) має корені, які не задовольняють рівняння (1), тобто сторонні щодо нього, то вони є коренями таких рівнянь:
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або, у початкових позначеннях:
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Отже, якщо при рішенні розв’язуванні (2) з’явилися сторонні корені, то вони задовольняють систему рівнянь (3).

Приклад. Розв’язати рівняння
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· Підносимо обидві частини рівняння до куба і виконуємо відповідні перетворення
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Остаточно маємо: 
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Цей корінь не задовольняє дане рівняння, але є коренем систе​ми рівнянь виду (3):
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Приклад. Розв’язати рівняння
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· Підносимо рівняння до куба за формулою (2):
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Корінь 
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 не задовольняє рівняння, але задовольняє систе​му рівнянь:
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Приклад. Розв’язати рівняння
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· За формулою (2) знаходимо:
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Перевірка показує, що корінь 
[image: image274.wmf]6
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9. Заміна радикалів новими невідомими

Основним способом розв’язування складних ірраціональних рівнянь є заміна кожного радикала новим невідомим. Це дає змогу звести ірраціональне рівняння до системи алгебраїчних рівнянь.

Приклад. Розв’язати рівняння
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· Позначивши
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дістанемо систему алгебраїчних рівнянь
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Передусім виключаємо невідоме 
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Звідси знаходимо розв’язки 
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Приклад. Розв’язати рівняння
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· Позначимо радикали:
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Рівняння зводиться до системи рівнянь:
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Насамперед виключаємо невідоме 
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Дістанемо рівняння
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яке розкладається на множники:
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Розв’язуємо рівняння:
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Корінь 
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 не задовольняє рівняння.

Приклад. Розв’язати рівняння
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· Уводимо позначення:
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Рівняння зводиться до системи рівнянь
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Розкладаємо перше рівняння на множники:
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Розв’язуємо рівняння:

1) 
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10. Уведення параметра 

Ірраціональні рівняння так само, як алгебраїчні, можна роз​в’язувати ввведенням допоміжного параметра [2], що значно спрощує розв’язування.

Приклад. Розв’язати рівняння
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· Запишемо рівняння у вигляді 
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Заміна 
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 зводить рівняння до вигляду 
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Уводимо параметр 
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, вважаючи 
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Дістанемо ірраціональне рівняння з параметром:
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Маємо квадратне рівняння відносно 
[image: image310.wmf]a
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Знаходимо розв’язки:
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Для відшукання 
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 розв’язуємо такі рівняння:
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Звідси знаходимо значення 
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Корені 
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 — сторонні.

Приклад. Розв’язати рівняння
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· Уводимо параметр 
[image: image329.wmf]3
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. Дістаємо рівняння
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Звільняючись від ірраціональності, маємо:
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Підставляючи значення 
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Підносимо обидві частини рівняння до квадрата:
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Корінь 
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11. Рівняння з модулями

Рівняння з модулями близькі до ірраціональних рівнянь, оскільки 
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· Згідно з умовою 
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· Знайдемо точки, в яких модулі перетворюються на нуль:


[image: image375.wmf]0

1

=

-

x

, 
[image: image376.wmf]1

1

=

x

; 
[image: image377.wmf]0

3

=

-

x

, 
[image: image378.wmf]3

2

=

x

.

Ці точки розбивають числову вісь на частини, в кожній з яких вирази під знаком модуля мають один і той самий знак.
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Остаточно дістаємо 
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Знайдемо точки, де 
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· Розглянемо всі можливі випадки.
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З формули (1) випливають правила внесення (винесення) множників під знак радикала:
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Якщо множник 
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 вноситься під радикал, то знак множника 
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 залишається поза радикалом.
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· Помножимо обидві частини рівняння на 
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Розглянемо можливі випадки.
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12. Системи ірраціональних рівнянь

Системи двох ірраціональних рівнянь дуже різноманітні, і тому важко знайти загальні способи їх розв’язування. Зазвичай намагаються виключити одне невідоме й дістати одне рівняння з одним невідомим.
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Із системи рівнянь знаходимо
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Розв’язуємо системи рівнянь:
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· Підносимо обидві частини кожного рівняння до квадрата:
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