Реферат на тему: 

Задачі, у яких потрібно знаходити найбільші і найменші значення деяких виразів
В особливу групу можна виділити задачі, для розв’язку яких необхідно знайти екстремум тієї чи іншої функції, тобто визначити, при яких значеннях невідомої ця функція досягає найбільшого чи найменшого значення. Відмінна риса кожної такої задачі полягає в тому, що одна чи кілька умов у її формулюванні, що дозволяють одержати або додаткове рівняння, або виділити єдиний розв’язок з багатьох можливих, складають задачу на відшукання найбільшого чи найменшого значення деякої функції.

Розглянемо кілька прикладів.

Задача. Автомобіль виїжджає з пункту А і їде з постійною швидкістю 
[image: image1.wmf]v

 км/год. до пункту В, що відстоїть від пункту А на відстані 24,5 км. У пункті В автомобіль переходить на рівноуповільнений рух, причому за кожну годину його швидкість зменшується на 54 км/год., і рухається так до повної зупинки. Потім автомобіль відразу ж повертає назад і повертається в А з постійною швидкістю 
[image: image2.wmf]v

. Якою повинна бути швидкість 
[image: image3.wmf]v

, щоб автомобіль за найменший час проїхав шлях від А до повної зупинки і назад до пункту А зазначеним вище способом?

Розв’язок. Підрахуємо час, що затрачає автомобіль на весь шлях від А до повної зупинки і назад. Покажемо, що цей час визначається одним невідомим параметром 
[image: image4.wmf]v

.
1. Відстань 24,5 км автомобіль проїжджає за час
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2. Слідом за цим він рухався до повної зупинки з прискоренням — 54 км/год2 протягом часу
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пройшовши при цьому відстань s, що визначається за відомою формулою для рівноприскореного руху:


[image: image7.wmf],

2

54

2

2

2

t

vt

s

-

=
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3. Час, витрачений на зворотній шлях, дорівнює
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Тому повний час руху автомобіля
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Таким чином, час руху автомобіля від пункту А до повної зупинки і назад є функцією однієї перемінної 
[image: image11.wmf]v

 — його швидкості на першій ділянці:
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Визначимо тепер, при якому значенні 
[image: image13.wmf]v

 ця функція досягає свого мінімуму. Для цього обчислимо її похідну 
[image: image14.wmf](
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Необхідною умовою екстремуму диференційованої функції є рівність нулю її похідної
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Звідси знаходимо, що 
[image: image18.wmf].

42

=

v

 При цьому значенні змінної функція 
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 має мінімум, оскільки 
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 Таким чином, при швидкості 42 км/год. автомобіль, рухаючись зазначеним вище способом, витратить на весь шлях мінімально можливий час.

Відмітимо, що функція 
[image: image24.wmf](

)

v

T

 складається з двох доданків: один з них пропорційний швидкості руху 
[image: image25.wmf]v

, а інший обернено пропорційний цій швидкості. Таким чином, вона належить до класу функцій виду (рис. 14)
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Рис. 14

Якщо числа 
[image: image28.wmf]a

 і 
[image: image29.wmf]b

 мають однакові знаки, то така функція має точки екстремуму. Покажемо, як знайти ці точки, не прибігаючи до диференціювання. Скористаємося відомою нерівністю «середнє арифметичне ненегативних чисел більше чи дорівнює їх середньому геометричному»:
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У формулі (1) рівність має місце тоді і тільки тоді, коли 
[image: image32.wmf].
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Для функції
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)

,

0

,

0

>

>

b

a


застосовуючи нерівність (1), одержуємо
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 якщо 
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Таким чином, функція 
[image: image37.wmf](
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 більше чи дорівнює 
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 При цьому рівність досягається у випадку, якщо
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Виходить, локальний мінімум розглянутої функції дорівнює 
[image: image42.wmf]ab
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 і досягається при 
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Аналогічним образом, при 
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 функція 
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)

x

y

 має локальний максимум, тому що при цьому 
[image: image46.wmf];

2

ab

y

-

£

 максимум досягається при 
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 і дорівнює 
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Для частного випадку 
[image: image49.wmf]1
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 маємо відому нерівність
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тобто сума взаємно зворотних чисел по модулю завжди більше або дорівнює 2.

Використовуючи розглянуту властивість для функцій 
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 одержуємо нерівність
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Таким чином, мінімальний час руху автомобіля дорівнює 
[image: image53.wmf]3
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 год. Шукана швидкість визначається з рівності
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Легко побачити, що вона дорівнює 42 км/ч.

Розглянемо ще одну задачу.

Задача. Три бригади повинні виконати роботу. Перша бригада робить у день 200 деталей, друга — на 
[image: image55.wmf]m

 деталей менше, ніж перша 
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 а третя — на 
[image: image57.wmf]m
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 деталей більше, ніж перша. Спочатку перша і друга бригади, працюючи разом, виконують 1/5 усієї роботи, а потім усі три бригади, працюючи разом, виконують 4/5 роботи, що залишилися. На скільки деталей у день менше повинна робити друга бригада, чим перша, щоб уся робота була виконана зазначеним способом якомога швидше?

Розв’язок. З умови задачі зрозуміло, що друга бригада робить у день 
[image: image58.wmf]m
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 деталей, а третя бригада — на 
[image: image59.wmf]m
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 деталей. Якщо позначити через 
[image: image60.wmf]Q

 загальну кількість деталей, яку потрібно зробити, то час усієї роботи 
[image: image61.wmf]t

 складається з двох частин:
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— часу роботи окремо першої і другої бригад,
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— часу спільної роботи бригад, так що
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Таким чином, час усієї роботи 
[image: image65.wmf]t

 є функцією тільки однієї перемінної 
[image: image66.wmf]m

.
Знайдемо, при якому значенні 
[image: image67.wmf]m

 функція 
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 досягає мінімуму. Для цього прирівняємо похідну функції 
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З цього рівняння знаходимо 
[image: image71.wmf].
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 Легко побачити, що 
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. Отже, при 
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 функція 
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 дійсно досягає мінімуму.

Цей же результат можна було б одержати, не прибігаючи до диференціювання. Оскільки чисельник дробу 
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 не залежить від 
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 то значення цієї функції визначається величиною знаменника, що є квадратичною функцією від 
[image: image78.wmf].
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 Добре відомо, що квадратична функція
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графіки якої наведені на рис. 15, має точку максимуму при 
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 і точку мінімуму при 
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 У тому і іншому випадках екстремум досягається при 
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Рис. 15

Ясно тепер, що t буде найменшим, якщо знаменник
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дробу буде найбільшим, тобто при 
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 причому це значення знаходиться в припустимому для даної задачі інтервалі: 
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Отже, робота буде виконана за найменший час, якщо друга бригада буде робити на 125 деталей у день менше, ніж перша.

Відповідь. 
[image: image87.wmf]125
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 деталей.

Задача. Студентка біологічного факультету проводила експерименти по вирощуванню бактерій у живильному середовищі. При цьому вона помітила, що швидкість збільшення числа бактерій у будь-який момент часу пропорційна числу бактерій, що наявне в цей момент часу, причому коефіцієнт пропорційності дорівнює 0,5 (час виміряється в годинах). За завданням необхідно виростити колонію бактерій чисельністю більш 20 000 одиниць. Який найменший час вирощування колонії бактерій зазначеної чисельності, якщо відомо, що спочатку в живильне середовище було поміщено 200 бактерій?

Розв’язок. Позначимо чисельність колонії бактерій у довільний момент часу 
[image: image88.wmf]t

 через 
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 Тоді швидкість росту колонії визначається похідною 
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 числа бактерій за часом. Умова задачі приводить до рівняння
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якому повинна задовольняти функція 
[image: image92.wmf](
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На відміну від рівнянь, що зустрічалися нам при розборі задач попередніх параграфів, у це рівняння входить невідома функція, причому не тільки вона сама, але і її похідна. Таке рівняння являє собою приклад диференціальних рівнянь, що мають важливе значення в багатьох областях знань.

Безпосередньою підстановкою можна переконатися, що диференціальне рівняння (2) має розв’язок виду
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де 
[image: image94.wmf]C

 — довільний постійний коефіцієнт, причому відомо, що формула (3) вичерпує всю множину розв’язків цього рівняння.

Для визначення невідомого коефіцієнта 
[image: image95.wmf]C

 використовується початкова умова, що є в задачі, а саме при 
[image: image96.wmf]0

=

t

 число поміщених у середовище бактерій 
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 дорівнює 200. Використовуючи розв’язок (3), одержимо
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звідки знаходимо, що 
[image: image99.wmf]200
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. Таким чином, число бактерій у живильному середовищі змінюється за законом 
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За умовою задачі необхідно знайти найменший час 
[image: image101.wmf]T

 такий, що 
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Відповідь. 
[image: image105.wmf]2
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Вправи

1. По двох взаємно перпендикулярних дорогах у напрямку до перехрестя рухаються дві автомашини зі швидкостями 
[image: image106.wmf]1
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 і 
[image: image107.wmf].
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 Визначити мінімальну в процесі руху відстань між машинами, якщо в початковий момент часу відстані машин від перехрестя були рівні 
[image: image108.wmf]1
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 і 
[image: image109.wmf]2
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 відповідно.

Відповідь. 
[image: image110.wmf](
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2. Автомобіль їде від пункту А до пункту В с постійною швидкістю 42 км/год. У пункті В він переходить на рівноуповільнений рух, причому за кожну годину його швидкість зменшується на 
[image: image111.wmf]a

 км/год., і їде так до повної зупинки. Потім він відразу ж починає рухатися рівноприскорено з прискоренням а км/год2. Яке повинне бути значення а, щоб через 3 год після поновлення руху автомобіль знаходився ближче усього до пункту В?

Відповідь. 
[image: image112.wmf].

14

=

a


3. Два автомобілі їдуть по шосе друг за другом на відстані 20 м з однаковою швидкістю 24 м/с. Шофери, помітивши спереду перешкоду, починають гальмувати. У результаті автомобілі переходять на рівноуповільнений рух і рухаються так до повної зупинки. Шофер переднього автомобіля почав гальмування на 2 с раніше шофера заднього автомобіля. Прискорення переднього автомобіля — 4 м/с2. Найменша відстань, на яку зближалися автомобілі, дорівнювала 4 м. Визначити, який автомобіль зупинився раніше, і знайти прискорення заднього автомобіля.

Відповідь. Другий автомобіль зупинився раніше; — 8 м/с2.

4. Вантажний ліфт спускається з вежі висотою 320 м. Спочатку він рухається зі швидкістю 20 м/с, а потім його швидкість миттєво переключається і стає рівної 50 м/с. Через деякий час після початку руху ліфта з вершини вежі скидають камінь, який здійснює вільне падіння і досягає землі одночасно з ліфтом. Відомо, що в процесі руху камінь був увесь час вище ліфта, причому максимальна різниця висот між ними складала 60 м. У момент переключення швидкості ліфта швидкість каменя перевищувала 25 м/с, але була менше 45 м/с. Визначити, через який час після початку руху ліфта скинули камінь. При розв’язанні задачі прискорення вільного падіння вважати рівним 10 м/с2.

Відповідь. 2 с.

5. Дехто найняв пароплав для перевезення вантажів на відстань у 1000 км. Він пропонує плату хазяїну пароплава в розмірі 1500 золотих монет, але вимагає повернути 9 золотих монет за кожну годину перебування пароплава в дорозі. Передбачається, що пароплав буде рухатися з постійною швидкістю. Якщо ця швидкість дорівнюватиме 
[image: image113.wmf]v

 км/год., то наприкінці шляху хазяїн зобов’язаний виплатити команді премію, рівну 
[image: image114.wmf]v

×

10

 золотим монетам. З якою швидкістю хазяїн повинен вести пароплав, щоб заробити максимальне число золотих монет? Яке це число? 

Відповідь. 30 км/год; 900 монет.

6. Потрібно побудувати кілька однакових житлових будинків із загальною площею 40 тис. м2. Витрати на будівництво одного будинку, що має 
[image: image115.wmf]s

 м2 житловою площі, складаються з вартості наземної частини, пропорційної 
[image: image116.wmf],

s

s

 і вартості фундаменту, пропорційної 
[image: image117.wmf].

s

 Будівництво будинку площею 1600 м2 обходиться в 184,8 тис. руб., причому в цьому випадку вартість наземної частини складає 32 % вартості фундаменту. Визначити, скільки потрібно побудувати будинків, щоб сума витрат була найменшою; знайти цю суму.

Відповідь. 
[image: image118.wmf]2

2800

×

 тис. руб.; 8 будинків.

7. Потяг, що випливає з пункту А в пункт В, робить по шляху кілька зупинок. На першій зупинці в потяг сідає 5 пасажирів, а на кожній наступній — на 10 пасажирів більше, ніж на попередній зупинці. На кожній зупинці 50 пасажирів виходять з потяга. Чи можливий випадок, коли в пункт В приїде менше 12 пасажирів, якщо з пункту А їх виїжджає 462?

Відповідь. Неможливий.

8. Деяке підприємство приносить збитки, що складають 31 тис. руб. у рік. Для перетворення його в рентабельне було запропоновано збільшити асортимент продукції. Підрахунки показали, що додаткові доходи, що припадають на кожний новий вид продукції, складуть 25 тис. руб. у рік, а додаткові витрати виявляться рівними 5 тис. руб. у рік при освоєнні одного нового виду, але освоєння кожного наступного потребуватиме на 10 тис. руб. у рік більше витрат, чим освоєння попереднього. Чи можна зазначеним способом зробити підприємство рентабельним?

Відповідь. Не можна.

9. Дві точки 
[image: image119.wmf]1

P

 і 
[image: image120.wmf]2

P

 знаходяться по різні сторони від пункту А, точка 
[image: image121.wmf]1

P

 на 200 м лівіше пункту 
[image: image122.wmf],

A

 а точка 
[image: image123.wmf]2

P

 на 100 м правіше цього пункту. Обидві точки одночасно починають рухатися назустріч один одному, причому швидкість кожної з них у даний момент часу пропорційна відстані іншої точки до пункту 
[image: image124.wmf]A

 в цей же момент часу. Коефіцієнт пропорційності в законах руху точок однаковий і, якщо час виміряється в хвилинах, дорівнює 1. Чи встигне точка 
[image: image125.wmf]2

P

 досягти пункту 
[image: image126.wmf]A

 за одну хвилину?

Відповідь. Встигне.

10. (задача про дієту). Дієта повинна забезпечувати щодобову потребу організму не менше чим у 36, 40 і 12 одиницях деяких мікроелементів 
[image: image127.wmf],

1

M

 
[image: image128.wmf]2

M

 і 
[image: image129.wmf]3

M

 відповідно. Для задоволення цієї потреби вирішено використовувати два види продуктів 
[image: image130.wmf]1

П

 і 
[image: image131.wmf].

2

П

 Вміст мікроелементів 
[image: image132.wmf],

1

M

 
[image: image133.wmf]2
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 і 
[image: image134.wmf]3

M

 у цих продуктах (у 1 г) дано в таблиці:

	
	M1
	М2
	М2

	П1
	6
	10
	6

	П2
	18
	10
	2


Відомо, що вартість 5 г продукту 
[image: image135.wmf]1

П

 дорівнює вартості 8 г продукту 
[image: image136.wmf]2

П

. Визначити, яка кількість продукту 
[image: image137.wmf]1

П

 і продукту 
[image: image138.wmf]2

П

 потрібно використовувати, щоб задовольнялася щодобова потреба організму в мікроелементах і щоб загальна вартість харчування була мінімальна. 

Відповідь. 1 г і 3 г.
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