Реферат на тему: 

Дослідження функції двох змінних
Екстремум функції двох змінних
Означення. Нехай функція 
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Точки максимуму й мінімуму називаються точками екстремуму.

Теорема 20 (необхідна умова екстремуму). Якщо функція 
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Теорема 21 (достатня умова екстремуму). Нехай функція 
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 точка максимуму функції 
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 точка мінімуму функції 
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Алгоритм дослідження функції 
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1. Знайти перші частинні похідні 
[image: image31.wmf]x

z

¶

¶

 та 
[image: image32.wmf]y

z

¶

¶

.

2. Знайти стаціонарні точки, тобто точки, в яких 
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3. Знайти частинні похідні другого порядку 
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4. Обчислити значення частинних похідних другого порядку в стаціонарних точках.

5. Для кожної стаціонарної точки знайти 
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Приклад. Розглянемо функцію 
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2. Необхідна умова існування екстремуму полягає в тому, що 
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. Розв’язком цієї системи є точка з координатами 
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4. Як випливає з пункту 5 алгоритму знаходження екстремуму — екстремум у точці (1; 2) існує. Це максимум, бо 
[image: image49.wmf]0

<

A

.

Приклад. Дослідити на екстремум функцію двох змінних:
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2. Необхідна умова екстремуму: 
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Отже, (0; 0) — стаціонарна точка.
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4. У точці (0; 0)
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5. Точка (0;0) — мінімум, хоча це ясно і безпосередньо.

Алгоритм знаходження екстремумів за допомогою матриці Гессе
І. Знаходимо 
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Розв’язуємо рівняння 
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та знаходимо точки 
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ІІ. Складаємо матрицю Гессе
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та обчислюємо 
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Можливі два випадки:
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ІІІ. Обчислюємо головні мінори 
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Функція 
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Б. максимум, якщо 
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В. Сідлова точка, якщо у випадках А і B 
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Приклади. Знайти екстремуми заданих функцій:
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Значення функції в т. (0; 0) 
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Мінімум для 
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Зауваження. Ми навели певні аналітичні ознаки для знаходження екстремумів. Існують і більш строгі ознаки. Але в деяких випадках встановити, чи має функція мінімум або максимум, можна за умовою задачі.

Приклад. Показати, що прямокутний паралелепіпед з найбільшою бічною поверхнею є куб.
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[image: image130.wmf]z

y

x

,

,

 дві незалежні, нехай це будуть х і y, тоді


[image: image131.wmf](

)

y

x

xy

S

z

+

-

=

2

2

.

Отже, 
[image: image132.wmf](

)

(

)

y

x

y

S

xy

V

+

-

=

2

2

,


[image: image133.wmf](

)

0

4

2

2

2

2

2

=

ú

û

ù

ê

ë

é

+

-

-

=

¢

y

x

xy

x

S

y

V

x

,


[image: image134.wmf](

)

0

4

2

2

2

2

2

=

ú

û

ù

ê

ë

é

+

-

-

=

¢

y

x

xy

y

S

x

V

y

.

Значення х = 0, y = 0, очевидно, не можуть дати максимуму. Отже,
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Розв’язавши ці рівняння разом із рівнянням
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дістанемо 
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Ці рівняння мають єдиний розв’язок, і ним визначається максимум.

Приклад. На площині
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знайти точку, найменш віддалену від початку координат.

( Відстань деякої точки 
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Із рівняння площини маємо:
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Координати 
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Знаходження найбільшого та найменшого значень неперервної функції на замкненій обмеженій множині
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Рис. 5.20

( 1. Дослідимо поводження функції всередині області KLMP. Знайдемо перші частинні похідні функції 
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Відрізок 
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, отже, функція досягає найбільшого та найменшого значень на кінцях відрізка, тобто в точках 
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Умовний екстремум для функції двох змінних

Нехай на відкритій множині 
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Означення. Рівняння (5.6) називають рівнянням зв’язку. Точку 
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 називають точкою умовного строгого максимуму функції 
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[image: image239.wmf](

)

0

0

;

y

x

, для всіх точок якого 
[image: image240.wmf](

)

(

)

0

0

;

;

y

x

y

x

¹

, що задовольняють рівняння зв’язку, справджується нерівність 
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 називають точкою умовного строгого мінімуму функції 
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Аналогічно вводяться поняття нестрогого умовного екстремуму.

Точки умовного максимуму та мінімуму називають точками умовного екстремуму. Умовний екстремум інколи називають відносним екстремумом.

Прямий метод знаходження точок
умовного екстремуму (метод виключення)
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Рис. 5.21

Якщо рівняння зв’язку 
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Приклад. Знайти умовний екстремум функції 
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( Розв’яжемо рівняння зв’язку відносно змінної 
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Таким чином, задана функція має умовний екстремум у точці (3; 3).

Метод Лагранжа знаходження точок 
умовного екстремуму

Нехай функції 
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Означення. Функцію 
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 називають функцією Лагранжа, параметр 

 — множником Лагранжа.

Теорема 22. (Необхідна умова існування умовного екстремуму.) Для того щоб точка 
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Ці умови означають, що точка 
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Теорема 23. (Достатня умова умовного екстремуму.) Нехай функції 
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 подвійно неперервно диференційовні в околі точки 
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[image: image274.wmf](

)

y

x

f

;

 при обмеженні 
[image: image275.wmf](

)

.

0

;

=

j

y

x

 Тоді якщо за умови



[image: image276.wmf](

)

(

)

(

)

0

,

,

,

0

0

0

0

0

0

=

¶

¶j

+

¶

¶j

=

j

dy

y

y

x

dx

x

y

x

y

x

d

, 
[image: image277.wmf]0

2

2

>

+

dy

dx


(5.7)

другий диференціал 
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 функції Лагранжа є додатно (від’ємно) визначеною квадратичною формою, то функція 
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Якщо за умов (5.7) другий диференціал 
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Приклад. Знайти умовний екстремум функції 
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 відносно рівняння зв’язку 
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( Функції 
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 подвійно неперервно диференційовні. Матриця Якобі в даному випадку має вигляд 
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 і її ранг дорівнює 1 в усіх точках, що задовольняють рівняння зв’язку. Отже, можна скористатися методом Лагранжа. Запишемо функцію Лагранжа 
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Згідно з необхідними умовами дістанемо систему:
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з якої знаходимо 
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Знайдемо перший диференціал функції 
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У точках (–5; 4) і (5; – 4) диференціали 
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Отже, функція 
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Метод найменших квадратів
1. Лінійна залежність 
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Необхідно дібрати пряму, яка «найліпше» виражала б за-
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Відхилення від фактичних значень функцій становлять:
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Ці відхилення мають бути додатними або від’ємними, тому пряма добирається так, щоб сума квадратів відхилень
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була найменшою. Отже, треба визначити 
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 так, щоб функція f досягала мінімуму. Необхідна умова існування мінімуму полягає в тому, що 
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Таким чином, ми дістанемо два рівняння з двома змінними — 
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Розв’язування цих двох рівнянь дає значення 
[image: image343.wmf]a

 і 
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, які визначають пряму, що найліпше відбиває хід змінювання функції.

Приклад. Виробництво цементу 
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Знайти пряму, яка відбиває залежність 
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( Складаємо таку таблицю:
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Отже, необхідна умова існування мінімуму суми квадратів відхилень подається так:
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Таким чином, шукана пряма є 
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 (рис. 5.22).

2. Параболічна залежність 
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Точки 
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Параболу дібрано найліпшим чином, якщо сума квадратів відхилень
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мінімальна.

Необхідні умови існування мінімуму функції подаються залеж​ностями:
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Маємо
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Ділячи обидві частини рівнянь на 2 і розбиваючи суми на доданки, дістаємо
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Розв’язуючи систему, знаходимо невідомі коефіцієнти 
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