Реферат на тему: 

Комплексні числа
Поняття комплексних чисел

Означення. Комплексним числом називається число виду 
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, де a, b — дійсні числа, і2 = – 1. Число а називається дійсною частиною, bi — уявною частиною, і — уявною одиницею. Множина комплексних чисел позначається С.

Означення. Комплексні числа виду a + bi і a – bi називаються спряженими. Комплексні числа виду a + bi і – a – bi називаються протилежними. Спряжене до комплексного числа z позначається 
[image: image2.wmf]z

.

Означення. Два комплексних числа a + bi і a1 + b1i вважаються рівними в тому і тільки в тому випадку, якщо a = a1 і b = b1.

Зауваження. Щодо комплексних чисел не прийнято жодної угоди, яке з них вважати більшим.

6.1.2. Дії з комплексними числами

Додавання: (a + bi) + (a1 + b1і) = (a + a1) + (b + b1)i.

Віднімання: (a + bi) – (a1 + b1i) = (a – a1) + (b – b1)i.

Множення: (a + bi)(a1 + b1i) = aa1 + a1bi + ab1i + bb1i2 = (aa1 –
– bb1) + (a1b + ab1)i.

Ділення:
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Піднесення до степеня: спочатку знайдемо результати від піднесення до степеня уявної одиниці, знаючи, що за умовою і2 треба вважати таким, що дорівнює – 1.

і0 = 1 
і5 = і4 ( і = і
і1 = і
і6 = і5 ( і = – 1

і2 = – 1
і7 = і6 ( і = – 1 ( і = – і
і3 = і2 ( і = – і
і8 = і7 ( і = – і ( і = 1

і4 = і3 ( і = – і ( і = 1 і т. п.

Отже, дістали чотири значення, що чергуються:

і; – 1; – і; + 1, тоді:

(а + ib)2 = a2 + 2abi + b2i2 = (a2 – b2) + 2abi,

(а + ib)3 = a3 + 3a2b + 3a(ib)2 + (ib)3 = (a3 – 3ab2) + (3a2b – b3)i і т. п.

Добування квадратного кореня: Припустимо, що 
[image: image4.wmf].
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Тоді a + bi = (x2 – y2) + 2xyi.

Отже, маємо:
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З рівняння 2ху = b випливає, що знаки х та у мають бути однакові, якщо b > 0, і різні, якщо b < 0.

Тому 
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Зауваження. Для того щоб з комплексного числа можна було добути корінь третього, або вищого степеня, йому треба надати іншого вигляду.

Приклад. Нехай 
z1 = 5 + i6; z2 = 7 – i9; z3 = 5 + 12i.

Знайти: z1 + z2, z1 ( z2, z1 / z2, z12, 
[image: image9.wmf]3

z

.

( z1 + z2 = (5 + 6і) + (7 – 9і) = (5 + 7) + і(6 – 9) = 12 – 3і;

z1 ( z2 = (5 + 6і) ( (7 – 9і) = 5 ( 7 + 6і ( 7 – 5 ( 9і – і6 ( і9 = 
= 35 + 42і – 45і + 54 = 89 – 3і;
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z12 = (5 + i6)2 = 25 + 2 ( 5 ( 6i + (i6)2 = 25 + 60i – 36 = – 11 + 60i;
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Геометричне зображення комплексного 
числа (інтерпретація Гаусса)

Будь-яке комплексне число a + bi можна зобразити геометрично.

Візьмемо в площині прямокутну систему координат і, вибравши одиницю довжини, зображатимемо дійсні числа на осі абсцис, а уявні — на осі ординат. Відповідно до цього вісь абсцис називається дійсною віссю, а вісь ординат — уявною.

Число a + bi зображатимемо точкою площини, абсциса якої чисельно дорів​нює а, а ордината дорівнює b (рис. 6.1).
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Рис. 6.1

Тригонометрична форма комплексного числа

Зображення комплексних чисел за допомогою точок на площині дає змогу подати число a + bi в іншому вигляді, а саме — у тригонометричній формі.

Нехай точка М (рис. 6.2) зображає комплексне число a + ib.

Тоді ОА = а, АМ = b. Позначимо віддаль ОМ точки від початку координат через r, а кут АОМ, утворюваний ОМ з віссю х, — через (. Тоді з трикутника АОМ матимемо:

a = r cos (, b = r sin (.(6.1)

Підставивши в комплексне число a + bi значення a і b (6.1), дістанемо

a + bi = r cos ( + r sin ( ( i
(6.2)

або 

a + bi = r (cos ( + i sin ().

Це є тригонометрична форма комплексного числа. Довжина OM = r називається модулем комплексного числа, а кут АОМ = ( — його аргументом.

Покажемо, як перетворити в тригонометричну форму комплексне число, подане в звичайній алгебраїчній формі.

Для цього треба знайти r і ( за даними a і b. З трикутника ОАМ (рис. 6.2) маємо:
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Рис. 6.2

Приклад. Подати в тригонометричній формі число – 3 + 2і.

( З формул (6.3) маємо: 
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Тангенс від’ємний, отже, кут ( треба шукати в ІІ або IV чверті. З формул (6.4) виходить, що при а = – 3 і b = 2 синус буде додатний, а косинус — від’ємний, тобто ( буде кутом ІІ чверті. На ПОМ або за таблицями знаходимо: ( = 146° 18(, а тому 
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Дії з комплексними числами,
поданими в тригонометричній формі

Додавати і віднімати комплексні числа простіше і зручніше, коли компоненти подані в алгебраїчній формі. Зовсім інша річ з останніми чотирма алгебраїчними діями.

Множення. Нехай треба перемножити числа: 
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Дістанемо:
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(6.5)

Звідси випливає:

Модуль добутку двох комплексних чисел дорівнює добуткові модулів співмножників, а аргумент — сумі аргументів співмнож​ників.

Приклад. Нехай:
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Тоді 
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Ділення. Нехай треба число a = R1(cos ( + sin () поділити на число b = R2 (cos ( +i sin ().

Матимемо:
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Модуль частки двох комплексних чисел дорівнює частці модулів, а аргумент — різниці аргументів діленого і дільника.

Приклад. Нехай a = 12 (cos 55° + i sin 55°); b = 3 (cos 35° + i sin 35°).

Тоді 
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Піднесення до степеня. Нехай треба число a = R(cos ( + i sin () піднести до степеня n:

Матимемо:


[image: image32.wmf](

)

[

]

(

)

n

n

R

i

R

a

n

n

n

a

+

a

=

a

+

a

=

sin

cos

sin

cos

.
(6.7)

Модуль степеня комплексного числа дорівнює тому самому степеню модуля основи, а аргумент — аргументові основи, помноженому на показник степеня.

У частинному випадку, якщо r = 1, формула (6.7) набуває вигляду
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Ця формула має назву формули Муавра.

Приклад. Піднести до куба число a = 2 (cos 20° + i sin 20°).

( Матимемо: 
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EMBED Equation.3[image: image35.wmf]i
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Формула Ейлера: 
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Добування кореня. Добудемо корінь n-го степеня з числа:
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Матимемо:
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(6.8)

1. Модуль кореня n-го степеня з комплексного числа дорівнює кореню того самого степеня з модуля підкореневого числа, а аргумент — аргументові підкореневого числа, поділеному на показник кореня.
2.  Корінь n-го степеня з комплексного числа має n різних значень.

За допомогою формули Ейлера можна дістати показникову форму комплексного числа 
[image: image42.wmf].
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Квадратний тричлен з комплексними числами

Дано тричлен y = ax2 + bx + c.

Відомо, що корені його комплексні. У цьому випадку 
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. Перетворимо тричлен до вигляду
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Додамо й віднімемо по 
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При всіх значеннях х вираз 
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 є число додатне або таке, що дорівнює нулю (при 
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Дослідимо, який знак має другий доданок 
[image: image50.wmf]2
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У випадках комплексних коренів вираз b2 – 4ac від’ємний, а протилежне йому число – (b2 – 4ac), тобто 4ac – b2, — число додатне.

Знаменник 4а2 теж число додатне, а отже, дріб 
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 є додатним числом. Значить, уся сума, що міститься в квадратних дужках, буде додатним числом при всіх значеннях.

Звідси випливає, що знак числової величини тричлена залежить лише від знака а: при а додатному тричлен має додатні значення, при а від’ємному — від’ємні.

Якщо тричлен має комплексний корінь, то при всіх значеннях х його числове значення має той самий знак, що й коефіцієнт при х2.

Загальний висновок про квадратні рівняння

Загальна формула для коренів повного квадратного рівняння виду ax2 + bx + c = 0 буде 
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Корені квадратного рівняння будуть обидва дійсні або обидва уявні залежно від того, чи буде дискримінант (у перекладі розріз​нювач) b2 – 4ac величиною додатною чи від’ємною:

1.  b2 – 4ac > 0. У цьому випадку вираз під коренем додатний. Квадратний корінь з цього виразу має два значення, і, отже, рівняння має два різні дійсні корені:
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2.  b2 – 4ac = 0. У цьому випадку другий член чисельника дорівнює нулю і рівняння має два рівні корені: 
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3.  b2 – 4ac < 0. У цьому випадку рівняння має два комплексно спряжені корені:


[image: image56.wmf]a

b

ac

i

b

x

2

4

2

1

-

+

-

=

, 
[image: image57.wmf]a

b

ac

i

b

x

2

4

2

2

-

-

-

=

.

Загальний вигляд алгебраїчного рівняння

Означення. Будь-яке рівняння, в якому невідоме пов’язане з даними числами за допомогою скінченного числа шістьох алгебраїчних дій (додавання, віднімання, множення, ділення, піднесення до степеня і добування кореня), можна звести до такого цілого й раціонального вигляду:


Axm + Bxm – 1 + Cxm – 2 + ... + Kx + L = 0, 
(6.9)

де коефіцієнти A, B, C, ..., K і L є сталі дійсні або комплексні числа, m є показник степеня рівняння. Деякі коефіцієнти в окремих випадках можуть дорівнювати нулю.

Рівняння такого виду називаються алгебраїчними. Алгебраїчні рівняння степеня, вищого від другого, називаються рівняннями вищих степенів.

Рівняння вищих степенів становлять предмет вищої алгебри. Елементарна алгебра розглядає тільки окремі види цих рівнянь.

Вища алгебра встановлює таку важливу теорему: будь-яке алгебраїчне рівняння має дійсний або комплексний корінь. (Теорема Гаусса).

Допустивши це твердження, можна показати, що алгебраїчне рівняння має стільки коренів, дійсних або комплексних, скіль​ки одиниць у показнику його степеня.

Тоді рівняння (6.9) можна подати у вигляді: 

А (х – ()(х – ()(х – () ... (х – () = 0,

де всіх різниць: х – (, х – (, ..., буде m. В окремих випадках деякі і навіть усі корені можуть бути однакові.

Корисно звернути увагу ще на такі твердження, що їх доводять у вищій алгебрі.

Твердження 1. Сума коренів будь-якого алгебраїчного рівняння (6.9) дорівнює 
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Твердження 2. Якщо алгебраїчне рівняння з дійсними коефіцієнтами має комплексні корені, то число цих коренів парне.

Твердження 3. Якщо алгебраїчне рівняння з дійсними коефіцієнтами має n коренів виду p + qi, то воно має ще n коренів виду p – qi.

Твердження 4. Алгебраїчне рівняння непарного степеня з дійсними коефіцієнтами має принаймні один дійсний корінь.

Твердження 5. Рівняння з довільними буквеними коефіцієнтами степеня не вище четвертого можна в загальному розв’язати алгебраїчно, тобто для коренів цих рівнянь знайдені загальні формули, складені з коефіцієнтів рівняння за допомогою алгебраїчних дій.

Твердження 6. Рівняння з довільними буквеними коефіцієнтами степеня, вищого від четвертого, не можна у загальному розв’язати алгебраїчно, проте, коли коефіцієнти рівняння якого завгодно степеня виражені числами, завжди є змога обчислити з бажаним степенем наближення всі його корені, як дійсні так і уявні. Способи такого обчислення викладаються у вищій алгебрі.

ЛІТЕРАТУРА

1. Бугров Я. С., Никольский С. М. Элементы линейной алгебры и аналитической геометрии. — М.: Наука, 1988. — 240 с.

2. Бугров Я. С., Никольский С. М. Дифференциальное и интегральное исчисление. — М.: Наука, 1988. — 432 с.

3. Бугров Я. С., Никольский С. М. Дифференциальные уравнения, интегралы, ряды, функции комплексного переменного. — М.: Наука, 1989. — 464 с.

4. Овчинников П. Ф., Яремчук Ф. П., Михайленко В. М. Высшая математика. — К.: Вища шк., 1987. — 552 с.

5. Пак В. В., Носенко Й. Л. Вища математика. — К.: Либідь, 1996. —  440 с.

6. Пискунов Н. С. Дифференциальное и интегральное исчисление. — Т. 1, 2. — М.: Наука, 1985. — 580 с., 602 с.

7. Збірник задач з вищої математики / За ред. Ф. С.Гудименка. — К.: КУ, 1967. — 352 с.

8. Клетеник Д. В. Сборник задач по аналитической геометрии. — М.: Наука, 1986. — 224 с.

9. Берман Г. Н. Сборник задач по курсу математического анализа. — М.: Наука, 1975. — 416 с.

10. Задачи и упражнения по математическому анализу (для вузов) / Под ред. Б. П. Демидовича. — М.: Наука, 1968. — 472 с.

11. Стрижак Т. Г., Коновалова Н. Р. Математический анализ. — К.: Либідь, 1995. — 240 с.

_1051355618.unknown

_1051355634.unknown

_1093242939.doc


x







y







a + ib







О







b







a












_1093243278.unknown

_1093243537.unknown

_1095510910.unknown

_1098003148.unknown

_1095510898.unknown

_1093243388.unknown

_1093243118.unknown

_1093243276.unknown

_1093243275.unknown

_1093243105.doc


x







y







r







О







а







b







M







A







(












_1051355642.unknown

_1082964193.unknown

_1093242706.unknown

_1093242887.unknown

_1093242607.unknown

_1082964398.unknown

_1082964156.unknown

_1082964173.unknown

_1082964132.unknown

_1051355638.unknown

_1051355641.unknown

_1051355635.unknown

_1051355624.unknown

_1051355631.unknown

_1051355633.unknown

_1051355630.unknown

_1051355620.unknown

_1051355621.unknown

_1051355619.unknown

_1051355604.unknown

_1051355613.unknown

_1051355616.unknown

_1051355617.unknown

_1051355614.unknown

_1051355607.unknown

_1051355612.unknown

_1051355606.unknown

_1051355589.unknown

_1051355595.unknown

_1051355602.unknown

_1051355603.unknown

_1051355601.unknown

_1051355592.unknown

_1051355593.unknown

_1051355591.unknown

_1051355585.unknown

_1051355587.unknown

_1051355588.unknown

_1051355586.unknown

_1051355583.unknown

_1051355584.unknown

_1051355580.unknown

_1051355581.unknown

_1051355578.unknown

_1051355579.unknown

_1051355577.unknown

