Реферат на тему: 

Узагальнення поняття інтеграла
Невласні інтеграли 
із нескінченним проміжком інтегрування

Нехай f(x) інтегровна для будь-якого скінченного 
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Означення. Границя 
[image: image3.wmf](

)

ò

b

a

dx

x

f

 при 
[image: image4.wmf]+¥

®

b

 називається невласним інтегралом від функції f(x) на нескінченному проміжку 
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Якщо ця границя існує та скінченна, то невласний інтеграл називається збіжним, а якщо не існує (зокрема нескінченна), то — розбіжним.

Якщо f(x) — інтегровна для скінченних a та b, тобто 
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 формули для обчислення невласних інтегралів на нескінченному проміжку мають вигляд:
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де 
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Приклад. Дослідити на збіжність інтеграл Діріхле
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Для розв’язування задачі розглянемо такі три випадки:

I. р = 1. 
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 інтеграл розбіжний.

II.  p < 1. 
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, інтеграл розбіжний.

III.  p > 1. 
[image: image15.wmf]=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

=

-

+¥

®

-

+¥

®

+¥

®

¥

+

ò

ò

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

lim

lim

lim

p

b

b

p

b

b

p

b

p

b

p

p

x

x

dx

x

dx



[image: image16.wmf](

)

1

1

1

0

1

1

-

=

-

-

=

p

p

, інтеграл збіжний.

Отже, інтеграл Діріхле збіжний при p > 1 та розбіжний при 
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Крім безпосереднього обчислення невласних інтегралів при дослідженні їх на збіжність існують і інші методи.

Одним із таких методів можна встановити збіжність інтеграла Пуассона (рис. 7.22)
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Рис. 7.22

особливість якого полягає в тому, що первісна для підінтегральної функ​ції 
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У деяких випадках достатньо вста​новити лише збіжність чи розбіжність розглядуваного інтеграла, при цьому можна скористатися методом порівняння, що базується на такій теоремі: 

Теорема 12. Якщо при 
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Звичайно, для порівняння вибирається інтеграл, збіжність якого відома, наприклад інтеграл Діріхле.

Приклад. Дослідити збіжність інтеграла 
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 — збіжний, як інтеграл Діріхле із р = 2 > 1, тому буде збіжним і 
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Обчислення невласних інтегралів 
від розривних (необмежених) функцій

Нехай 
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Означення. 
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 називається невласним інтегралом від розривної (необмеженої) функції 
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Якщо ця границя існує, то інтеграл називається збіжним, а якщо не існує, то — розбіжним.

Для обчислення таких невласних інтегралів використовують такі формули:
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III. 
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Зауваження. До невласних інтегралів, які мають точку розриву, що є внутрішньою для 
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Приклад. Обчислити 
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Правильне розв’язання: 
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 — точка розриву 2-го роду функції 
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Поняття подвійного інтеграла
Задача про обчислення об’єму циліндричного тіла (бруса).

Розглянемо в системі 
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 тіло з циліндричною поверхнею, твірна якої паралельна осі 
[image: image54.wmf]Oz

; основою тіла є область D, що міститься на площині 
[image: image55.wmf]Oxy

, а зверху тіло обмежене поверхнею 
[image: image56.wmf](

)

0

;

³

=

y

x

f

z

 (рис. 7.23).

[image: image57.wmf]y

x

z

b

c

d

Sx

()

•

•

•

•

•

y

x

x

O

O

z

D

Z=fxy

(; )


Рис. 7.23
Рис. 7.24

Розіб’ємо основу тіла, тобто область D, сіткою кривих на n елементарних площинок Si, площу яких позначимо через 
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Тоді об’єм циліндричного тіла можна знайти у вигляді такої границі: 


[image: image63.wmf](

)

i

n

i

i

S

M

f

V

D

×

=

å

=

®

l

1

0

lim

,
(7.35)

де 
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 — максимальний діаметр площинки 
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Означення. Якщо 
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Отже, подвійний інтеграл є прямим узагальненням понят-
тя звичайного визначеного інтеграла на випадок функції двох змінних.

Зауваження. Аналогічно (7.36) можна розглядати потрійний інтеграл від функції трьох змінних 
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 у тривимірній області D, який позначається так: 
[image: image70.wmf](

)

(

)

å

òòò

=

®

l

D

=

n

i

i

i

D

V

M

f

dxdydz

z

y

x

f

1

0

lim

,

,

. За такою самою схемою можна побудувати n-кратний інтеграл від функції n змінних 
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 у відповідній області D.

Властивості подвійного інтеграла

1.  
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2.  
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, якщо 
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 — площа області 
[image: image80.wmf].

D


Обчислення подвійного інтеграла 
зведенням до повторного інтеграла
Щоб обчислити 
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 знову звернемось до задачі 7.2.9 обчислення об’єму тіла (рис. 7.17).

Скористаємось формулою (7.24) для визначення об’єму циліндричного тіла, а отже, обчислимо відповідний подвійний інтеграл.

1. Випадок прямокутної області інтегрування.

Нехай 


[image: image82.wmf](

)

{

}

.

,

;

2

d

y

c

b

x

a

R

y

x

D

£

£

£

£

Î

=


(7.37)

Переріжемо циліндричне тіло площиною, перпендикулярною до осі Ох.

У перерізі дістанемо криволінійну трапецію, площа якої 
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Тоді за формулою (7.24) об’єм циліндричного тіла дорівнює такому повторному інтегралу:
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Отже, об’єм циліндричного тіла можна обчислити за формулами (7.35), (7.39):
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Зауваження. Для прямокутної області інтегрування порядок інтегрування можна міняти місцями, тобто
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2. Випадок довільної області інтегрування.
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Рис. 7.25

Означення. Область D називається правильною щодо деякої осі, якщо будь-яка пряма, паралельна цій осі, перетинає межу області не більш ніж у двох точках.
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[image: image89.wmf]3

2

1

0

D

D

D

D

U

U

=

.

Розглянемо 
[image: image90.wmf](

)

(

)

(

)

{

}

x

y

x

b

x

a

R

y

x

D

y

£

£

j

£

£

Î

=

,

;

2

, яка буде правильною відносно осі 
[image: image91.wmf]Oy

.

Переріжемо циліндричне тіло площиною, перпендикулярною до осі 
[image: image92.wmf]Ox

, площа утвореного перерізу матиме вигляд (рис. 7.26) 
[image: image93.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

dy

y

x

f

x

S

x

x

ò

y

j

=

;

, а об’єм циліндричного тіла за формулою (7.24) запишеться так: 
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Зауваження. Щоб поміняти порядок інтегрування у випадку довільної області D, треба за межами інтегрування відновити (аналітично та геометрично) область D і розв’язати задачу зведення подвійного інтеграла до повторного спочатку (змінюючи порядок інтегрування).
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Рис. 7.26 
Рис. 7.27

Приклад. Обчислити 
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( Область D правильна щодо осі Оy (рис. 7.27), тому:
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Ця сама область D (рис. 7.27) неправильна щодо осі Ох, тому якщо змінити порядок інтегрування, то розглядуваний інтеграл можна звести до таких повторних інтегралів:
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Заміна змінних інтегрування 
в подвійному інтегралі

Нехай у подвійному інтегралі (7.36) треба зробити перехід від змінних 
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Отже, елементарну площу 
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У довільній системі координат 
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(7.42)

Визначник 
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Теорема 13. Якщо функція 
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(7.43)

У разі переходу до системи полярних координат за формулами
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якобіан переходу буде таким:
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У цьому випадку формула (7.43) матиме такий вигляд:
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Зауваження. Визначений інтеграл 
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Рис. 7.28

Приклад. Обчислити: 
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( Область інтегрування 
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 зображено на рис. 7.28. Перейдемо в цьому інтегралі до полярних координат (7.44), тоді область 
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З урахуванням формули (7.46) маємо:
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Поняття криволінійних 
інтегралів першого та другого роду
Розглянемо інтегрування функції 
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називається криволінійним інтегралом першого роду, якщо ця границя існує і не залежить ні від способу розбиття дуги L на елементарні дуги, ні від вибору на них точок Mi.

Враховуючи формулу обчислення дуги кривої, інтеграл (7.47) можна обчислити за такою формулою:
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У тривимірному випадку для функції 
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Зауваження. Криволінійний інтеграл першого роду не залежить від напряму шляху інтегрування.

Приклад. Обчислити: 
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Рис. 7.29
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Криволінійний інтеграл другого роду.

Якщо 
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(7.50)

Криволінійний інтеграл другого роду змінює свій знак на протилежний зі зміною напряму шляху інтегрування (тобто обходу дуги кривої 
[image: image177.wmf]L

).

Криволінійний інтеграл другого роду можна розглядати як інтеграл від вектор-функції 
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 за диференціалом радіус-вектора 
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 — нижня дуга параболи 
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, обхід якої здійснюється проти годинникової стрілки. Отже, за формулою (7.50) маємо: 
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Інтеграли, що залежать від параметра

Нехай підінтегральна функція 
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буде функцією допоміжного аргументу або параметра у. Правило диференціювання функції 
[image: image191.wmf](

)

y

I

, тобто правило диференціювання інтеграла, що залежить від параметра, встановлюється такою теоремою:
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(7.51)

Більш загальний випадок, коли межі інтегрування також залежать від параметра у:
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визначається такою теоремою:

Теорема 15. Якщо функція 
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 неперервні в прямокутній області D, функції 
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Щоб розпочати застосування формули (7.51) на випадок невласних інтегралів, введемо поняття рівномірної збіжності відносно параметра невласних інтегралів.

І. Нескінченний проміжок інтегрування.
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Означення. Невласний інтеграл (7.52) називається рівномірно збіжним відносно у, якщо для будь-якого 
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Розглянемо функцію 
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Теорема 16. Якщо функція 
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(7.53)

ІІ. Інтеграл від розривної функції.

Нехай функція 
[image: image222.wmf](

)

y

x

f

;

 визначена при всіх 
[image: image223.wmf][

)

b

a

x

;

Î

 і всіх 
[image: image224.wmf],

Y

y

Î

 а при 
[image: image225.wmf]b

x

=

 має розрив 2-го роду; при цьому існує інтеграл


[image: image226.wmf](

)

(

)

(

)

ò

ò

d

-

+

®

d

=

=

b

a

b

a

dx

y

x

f

dx

y

x

f

y

I

;

lim

;

0

. 
(7.54)

Означення. Невласний інтеграл (7.54) називається рівномірно збіжним відносно у, якщо для будь-якого 
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Розглянемо функцію 
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[image: image233.wmf](

)

{

}

d

y

c

b

x

a

R

y

x

D

£

£

<

£

Î

=

,

;

2

.

Теорема 17. Якщо функція 
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Ця формула на вигляд така сама, як і формула (7.51), але відрізняється від (7.51) тим, що тут функція 
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Гамма-функція

Інтеграл Ейлера другого роду
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(7.55)

визначає гамма-функцію 
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Похідні першого та n-го порядку від 
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3. Застосувавши інтегрування частинами до інтеграла (7.55) дістанемо:
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Отже, виконується формула
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(7.56)

Після п-кратного застосування формули (7.56) дістанемо:
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Враховуючи, що
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формула (7.57) при 
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4. Із формул (7.58), (7.59) виходить, що 
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