РЕФЕРАТ

На тему:

Метод імовірнісних твірних функцій (аналітичний метод)

У темі  досліджувалися системи обслуговування, до яких над​ходив один пуассонівський потік вимог, а тому ймовірнісні моделі цих систем мали просту структуру й основні числові характеристики для них визначалися шляхом нескладних алгебраїчних перетворень із використанням умови нормування.

Отже, особливих труднощів під час розв’язування задач такого класу не виникало. 

Задача значно ускладнюється, якщо до системи обслуговування надходять два і більше пуассонівські потоки, для котрих, здебільшого, вводиться певна черговість обслуговування вимог, що можуть здійснювати не один, а кілька приладів. Тоді у стаціонарному режимі ймовірнісну модель буде подано системою лінійних алгебраїчних рівнянь високого порядку відносно ймовірностей станів системи. Розв’язати таку систему рівнянь методами, які застосовувалися в попередніх задачах, а також класичними методами лінійної алгебри досить складно, а іноді й неможливо.

Існує аналітичний метод розв’язування таких систем — метод твірних функцій, які називають імовірнісними твірними функціями.

Метод імовірнісних твірних функцій дає змогу звести систему лінійних алгебраїчних рівнянь високого порядку до системи функціональних рівнянь відносно ймовірнісних твірних функцій значно нижчого порядку. Розв’язуючи цю спрощену систему, знаходимо аналітичний вираз зазначених функцій, за допомогою якого визначаються основні числові характеристики.

Спинимося докладніше на понятті ймовірнісних твірних функцій та їх основних властивостях. Поняття ймовірнісних твірних функцій уже розглядалось у темі 5. Тепер приділимо йому значно більше уваги.

6.1. Імовірнісні твірні функції та їх властивості

Як уже наголошувалося в темі 5, збіжний степеневий ряд виду
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називають імовірнісною твірною функцією, де 
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 — імовірність того, що система містить k вимог. 

Основні властивості 
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2. Оскільки 
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3. Оскільки 
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Тоді
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Якщо в систему надходять два пуассонівські потоки, то ймовірнісна твірна функція в цьому разі має такий вигляд:
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де 
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 є ймовірність того, що система містить і вимог першого пуассонівського потоку і j вимог другого пуассонівського потоку.

Для системи обслуговування, до якої надходять три пуассонівські потоки, імовірнісна твірна функція подається таким збіжним степеневим рядом
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де 
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 — імовірність того, що система містить i вимог першого пуассонівського потоку, j вимог другого і k вимог третього такого потоку.

2. Імовірнісна модель (М/М/1)

Розглянемо найпростішу систему з одним обслуговуючим приладом, до якої надходить один пуассонівський потік вимог із інтенсивністю (. Час обслуговування вимоги є випадковою величиною, що розподілена за експоненціальним законом із параметром (. При цьому кількість вимог, які можуть перебувати в системі, не обмежується.

У стаціонарному режимі роботи система подається ймовірнісною моделлю такого виду:
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Безперечно, для визначення основних числових характеристик системи можна скористатися методами, що застосовувалися в попередніх задачах. Проте з метою наочності скористаємося для цієї задачі методом імовірнісних твірних функцій.
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Тоді 
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Помноживши друге рівняння системи на 
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Додамо перше та друге рівняння системи і виконаємо підсумування за k:
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За х = 1 маємо
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Згідно з умовою нормування маємо:
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Отже, дістали:

імовірність того, що система простоюватиме (відсутні вимоги), така:
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імовірність того, що система зайнята обслуговуванням вимог, становить
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Щоб визначити М, скористаємося (247):
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Отже, математичне сподівання кількості вимог, що перебувають у системі:
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Для систем обслуговування розглядуваного класу визначаємо такі числові характеристики:

· середню кількість вимог потоку, що перебуває в черзі:
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· середній час перебування вимог у системі:


[image: image42.wmf];

l

r

=

l

=

M

T


(257)

· середній час перебування вимоги в черзі:
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3. Імовірнісна модель системи (М/М/1) 
із ненадійним приладом обслуговування

В одноканальну систему обслуговування надходить пуассонівський потік вимог із інтенсивністю (, час обслуговування яких є випадковою величиною, що має експоненціальний закон розподілу з параметром (. Канал (прилад) обслуговування з деяких причин виходить із ладу. При цьому поломка каналу як подія відбувається у випадкові моменти часу, утворюючи пуассонівський потік із параметром (0. Час, що витрачається на відновлення каналу до роботоздатного стану, розглядається як випадкова величина, що має експоненціальний закон розподілу із параметром (0. 

Позначимо 
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 імовірність того, що в момент часу t в системі перебуває k вимог і канал перебуває в роботоздатному стані; 
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 — імовірність того, що в системі перебуває k вимог і канал перебуває у стані ремонту. При цьому, у стані ремонту каналу, до системи продовжують надходити нові вимоги. Імовірнісна модель має такий вигляд:
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У стаціонарному режимі система (259) набирає такого вигляду:
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Нехай 
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Помножимо друге і четверте рівняння на 
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Розв’язуючи систему (261), маємо:
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Із (262) і (263) знаходимо:
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За умовою нормування маємо:
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Тут 
[image: image60.wmf]0

1

1

r

+

=

G

K

 називають коефіцієнтом готовності системи. Скориставшись виразом для 
[image: image61.wmf],

0

p

 дістанемо:


[image: image62.wmf];

1

1

1

)

1

(

)

1

(

0

0

0

0

0

1

r

=

r

+

rr

-

r

-

×

rr

-

r

-

r

+

r

=

p

A



[image: image63.wmf].

1

1

1

1

)

1

(

0

0

0

0

0

0

0

2

r

=

r

+

r

=

r

+

rr

-

r

-

×

rr

-

r

-

r

=

G

K

A


Отже, маємо:

· імовірність того, що система перебуває у роботоздатному стані 
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· імовірність того, що система перебуває у стані ремонту
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Для визначення решти числових характеристик застосуємо формули (262) — (265).

Так, для визначення математичного сподівання кількості вимог, що перебувають у системі, необхідно знайти 
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Отже, одержали:
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Тут 
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4. Імовірнісна модель (М/М/1) 
із двома пуассонівськими потоками вимог:

1) із надійним каналом (приладом) обслуговування
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[image: image73.wmf]2

1

,

l

l

, час обслуговування яких є випадковою величиною, що має експоненціальний закон розподілу з відповідними параметрами 
[image: image74.wmf]2

1

,

m

m

. Параметри 
[image: image75.wmf]1

1

,

m

l

 стосуються вимог першого потоку, 
[image: image76.wmf]2

2

,

m

l

 — другого потоку.
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Позначимо 
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Імовірнісна модель динамічного стану системи набере такого вигляду:
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У стаціонарному режимі диференціально-різницева система рівнянь (270) переходить у лінійну однорідну систему алгебраїчних рівнянь, яка набирає такого вигляду:
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Систему (271) розв’язуємо методом імовірнісних твірних функцій. 

Нехай
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де 
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Тут 
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Зі здобутої системи функціональних рівнянь (275) дістаємо:
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За 
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Із (270) випливає, що за 
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Отже, доходимо висновку, що
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Таким чином, маємо:


[image: image140.wmf]0

,

0

2

1

2

1

1

2

1

2

21

1

)

1

(

p

A

r

-

r

-

r

-

r

+

r

r

-

r

a

=

.
(280)

Із (276) і (277) визначаємо:


[image: image141.wmf],

1

)

1

,

1

(

0

,

0

2

1

1

1

p

A

r

-

r

-

r

=


(281)


[image: image142.wmf].

1

)

1

,

1

(

0

,

0

2

1

2

2

p

A

r

-

r

-

r

=


(282)

Оскільки 
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Тоді 
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імовірність того, що система зайнята обслуговуванням вимог пріоритетного потоку;

1

_1071479098.unknown

_1075806557.unknown

_1075806885.unknown

_1075807250.unknown

_1076490023.unknown

_1076490064.unknown

_1079946024.unknown

_1079946090.unknown

_1076490061.unknown

_1075807264.unknown

_1075807333.unknown

_1075807339.unknown

_1075807407.unknown

_1075807406.unknown

_1075807336.unknown

_1075807315.unknown

_1075807326.unknown

_1075807295.unknown

_1075807256.unknown

_1075807261.unknown

_1075807253.unknown

_1075807176.unknown

_1075807242.unknown

_1075807244.unknown

_1075807228.unknown

_1075807054.unknown

_1075807148.unknown

_1075807000.unknown

_1075806677.unknown

_1075806731.unknown

_1075806790.unknown

_1075806855.unknown

_1075806737.unknown

_1075806691.unknown

_1075806728.unknown

_1075806681.unknown

_1075806605.unknown

_1075806672.unknown

_1075806675.unknown

_1075806625.unknown

_1075806585.unknown

_1075806602.unknown

_1075806582.unknown

_1075805921.unknown

_1075806241.unknown

_1075806339.unknown

_1075806371.unknown

_1075806373.unknown

_1075806367.unknown

_1075806310.unknown

_1075806314.unknown

_1075806294.unknown

_1075805977.unknown

_1075806118.unknown

_1075806137.unknown

_1075806083.unknown

_1075805933.unknown

_1075805974.unknown

_1075805924.unknown

_1075805612.unknown

_1075805876.unknown

_1075805890.unknown

_1075805919.unknown

_1075805878.unknown

_1075805854.unknown

_1075805870.unknown

_1075805642.unknown

_1071479106.unknown

_1075805604.unknown

_1075805609.unknown

_1071479238.unknown

_1071479296.unknown

_1075805575.unknown

_1071479263.unknown

_1071479236.unknown

_1071479100.unknown

_1071479105.unknown

_1071479099.unknown

_1071479031.unknown

_1071479060.unknown

_1071479086.unknown

_1071479092.unknown

_1071479096.unknown

_1071479097.unknown

_1071479093.unknown

_1071479089.unknown

_1071479090.unknown

_1071479087.unknown

_1071479079.unknown

_1071479084.unknown

_1071479085.unknown

_1071479081.unknown

_1071479065.unknown

_1071479078.unknown

_1071479061.unknown

_1071479048.unknown

_1071479054.unknown

_1071479058.unknown

_1071479059.unknown

_1071479056.unknown

_1071479050.unknown

_1071479051.unknown

_1071479049.unknown

_1071479041.unknown

_1071479043.unknown

_1071479044.unknown

_1071479042.unknown

_1071479036.unknown

_1071479040.unknown

_1071479033.unknown

_1071479008.unknown

_1071479017.unknown

_1071479022.unknown

_1071479025.unknown

_1071479026.unknown

_1071479024.unknown

_1071479020.unknown

_1071479021.unknown

_1071479018.unknown

_1071479013.unknown

_1071479015.unknown

_1071479016.unknown

_1071479014.unknown

_1071479011.unknown

_1071479012.unknown

_1071479009.unknown

_1071478998.unknown

_1071479004.unknown

_1071479006.unknown

_1071479007.unknown

_1071479005.unknown

_1071479001.unknown

_1071479003.unknown

_1071478999.unknown

_1071478988.unknown

_1071478993.unknown

_1071478997.unknown

_1071478989.unknown

_1071478983.unknown

_1071478986.unknown

_1071478987.unknown

_1071478984.unknown

_1071478971.unknown

_1071478972.unknown

_1071478966.unknown

_1071478969.unknown

_1071478965.unknown

_1071478962.unknown

