Реферат на тему:

Статистичний аналіз і оцінка похибок вимірювань

Похибки вимірювань та їх види

Кількісний вміст властивості, що відображається фізичною величиною, визначається розміром фізичної величини. Ще до вимірювання існує деякий розмір фізичної величини, котрий можна би було оцінити відповідним числовим значенням. Це значення називають істинним. 

Істинне значення фізичної величини – це значення, що ідеально відображає властивості даного об’єкта як кількісно, так і якісно. Воно є об’єктивним і не залежить ні від нашої свідомості, а ні від технічних засобів, що застосовуються при експериментальному його визначенні. При експериментальному визначенні значення фізичної величини завжди будемо отримувати значення величини, відмінне від істинного, бо завжди має місце похибка вимірювання.

Абсолютною похибкою вимірювання Δ називають відхилення результату вимірювання від істинного значення вимірюваної величини

Δ = x – X,





(2.1)

Абсолютна похибка не може служити мірою точності, бо, наприклад Δ = 0,5мм при х = 100 мм є достатньо малою, але при х = 0,5 мм—вона дуже велика. Тому вводиться поняття відносної похибки:
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(2.2)

де x – результат вимірювання ; Х—істинне значення вимірюваної величини.

Дійсне значення вимірюваної величини це є її значення отримане експериментально, і настільки наближене до істинного, що для даної мети воно може бути використане замість нього

Оскільки істинне значення вимірюваної величини невідоме, то практично знаходять наближені значення абсолютної і відносної похибок вимірювання: 

ΔД=x – xд     і   
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де xД - дійсне значення вимірюваної величини (має бути відоме з похибкою, що в кілька разів менша за похибку ΔД).

Зрозуміло, що легше знайти похибку δном, яка називається номінальною відносною похибкою і, якщо вона невелика, то мало відрізняється від δД.
Похибка вимірювання зумовлена, головним чином, наявністю похибок засобів вимірювання і є результуючою похибкою багатьох складових, кожна з яких викликана певною причиною. Розрізняють чотири групи похибок.

Інструментальні похибки, зумовлені недосконалістю засобів вимірювань. 

Похибки установлення—це похибки, спричинені неправильним установленням засобу вимірювань, впливом відхилень умов виконання вимірювального експерименту від тих, що були градуюванні засобу вимірювань.

Похибки методу вимірювання спричинені недосконалістю цього методу—недостатньою обгрунтованістю його теорії, застосуванням наближених формул для спрощення розрахунків тощо. 

Особисті похибки виникають переважно при відлічуванні показів. Причини їх виникнення: недосконалість зору оператора, втомленість, схильність занижувати або завищувати відлік, округляти до парних або непарних цифр тощо. 

Похибки трьох перших груп називають об’єктивними, а похибки четвертої групи – суб’єктивними. Об'єктивні похибки можуть виникати на довільній стадії вимірювальних перетворень, а суб'єктивні —тільки при відчитуванні показів експериментатором.

В реальних умовах усім величинам, в тому числі й похибкам, властива певна невизначеність, мірою якої характеризується їх випадковість. Залежно від закономірності проявлення похибки ділять на систематичні, випадкові і грубі.

Систематичною похибкою називається складова похибки вимірювання, яка залишається сталою або закономірно змінюється при повторенні вимірювань однієї і тієї самої величини. 

Випадкова похибка — це та складова похибки, яка при повторенні вимірювань величини з незмінним розміром змінюється випадково. 

Груба похибка — це похибка вимірювання, яка істотно перевищує сподівану за даних умов вимірювання похибку. 

Чим менші систематичні і випадкові похибки, тим вища точність вимірювання. Тому точність вимірювання є характеристикою їх якості і показує близькість результатів вимірювання до істинного значення вимірюваної величини.
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Кількісною оцінкою точності вимірювань є число, обернене до відносної похибки (запропоновано у 1955р. Соловйовим М.М.)
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Характеристикою якості вимірювання, яка відбиває близькість систематичної похибки до нуля, є правильність вимірювання. Коли систематична похибка відома, то результат можна виправити введенням поправки. 

Поправка —значення абсолютної похибки, взятої з протилежним знаком. Вона додається до результату вимірювання, щоб вилучити систематичну похибку. 

истематичні і випадкові похибки

Систематичні похибки можуть бути сталими і змінними. Змінні систематичні похибки поділяють на прогресуючі, періодичні і такі, що змінюються за складним законом.

Прогресуючими називають такі систематичні похибки, які постійно зростають або зменшуються.

Періодичними вважають систематичні похибки, знак і значення яких періодично змінюються.

Систематичні похибки, що змінюються за складним законом, можна виразити графічно або аналітично. Якщо це дуже складно, то їх доцільніше віднести до випадкових похибок.

Одним із завдань вимірювального експерименту є виявлення систематичних похибок. Важливість його полягає в тому, що така невиявлена похибка небезпечніша, ніж випадкова, бо вона постійно спотворює результат вимірювання.

Кінцевою метою виявлення систематичних похибок є їх вилучення і врахування. Під вилученням систематичних похибок розуміють зменшення їх значень до рівня окремих невеликих складових випадкової похибки. Невилучені залишки систематичних похибок трактуються як випадкові.

Універсального способу вилучення систематичних похибок немає. Серед відомих способів найпоширенішими є такі:

-вилучення джерел похибок, головним чином похибок установлення;

-попереднє визначення похибок і їх урахування  шляхом введення поправок, знайдених при перевірці засобів вимірювання, включаючи поправки на додаткові похибки.

До спеціальних способів вилучення систематичних похибок відносять: спосіб заміщення, спосіб компенсації похибки за знаком, спосіб протиставлення, спосіб симетричних спостережень.

Спосіб заміщення полягає в тому, що спочатку на вхід вимірювального приладу подають вимірювану величину, а потім замінюють її величиною з таким відомим значенням xД, при якому показ приладу залишається попереднім. Таким чином, невідоме значення вимірюваної величини Х знаходять за відомим значенням xД , відтвореним мірою при заміщенні.

Спосіб компенсації похибки за знаком полягає в тому, що дану величину вимірюють двічі, але умови вимірювання змінюють так, щоб стала систематична похибка, яка підлягає вилученню (відома за походженням, але невідома за значенням), входила в результати вимірювань з протилежними знаками. Тоді середнє арифметичне результатів стає вільним від цієї похибки.

Спосіб компенсації похибки може бути використаний для виключення похибок, джерела яких мають направлену дію. Однак, якщо похибка така, що прогресує, то цей спосіб забезпечує тільки часткове її вилучення.

Спосіб протиставлення полягає в тому, що вимірювана величина двічі порівнюється з величиною, яка відтворюється мірою, причому перед другим порівнянням вони взаємно міняються місцями у вимірювальному колі. Результат вимірювання у вигляді середнього пропорційного між значеннями міри при першому і другому порівнянні зовсім не залежить від коефіцієнта передачі вимірювальної схеми. Тому стала систематична похибка цього коефіцієнта, яка має місце при одноразовому вимірюванні, повністю вилучається

Випадкові похибки. Випадкові похибки виникають внаслідок випадкових та непередбачених змін властивостей засобів і умов вимірювання та властивостей органів чуття спостерігача. Вони можуть бути зумовлені недосконалістю методу вимірювання, тобто недостатньою обгрунтованістю його теорії або допущеними спрощеннями, внаслідок чого не тільки значення, але й знаки похибок залишаються невідомими.Випадковими є невизначені за своєю величиною або недостатньо вивчені похибки, в появі різних значень котрих нам не вдається встановити закономірності. Вони визначаються складною сукупністю причин, що трудно проаналізувати. Їх значення не можуть бути передбачені, а для всього їх загалу може бути встановлена закономірність лише для частоти появи їх різних значень. Присутність випадкових похибок (на відміну від систематичних) легко виявляється при повторних вимірюваннях, як деякий розкид результатів. Переважно поява випадкових похибок є стаціонарним випадковим процесом. 

Якщо значення, які може набувати випадкова величина, утворюють дискретний (скінчений або нескінчений) ряд чисел, то така випадкова величина називається дискретною. Якщо ж значення випадкової величини заповнюють цілий проміжок (скінчений або нескінчений), то випадкову величину називають неперервною.

Кожному значенню випадкової величини хп дискретного типу відповідає певна ймовірність рп  її появи. Кожному проміжку (а, b) із області значень випадкової величини неперервного типу також відповідає певна ймовірність
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 того, що значення випадкової величини буде в певному проміжку.

Співвідношення, які встановлюють зв’язок між можливими значеннями випадкових величин і їх ймовірностями, називають законом розподілу випадкової величини. Закон розподілу дискретної випадкової величини задається рядом розподілу. Тому різноманітність величин випадкових похибок характеризують вказуванням закону розподілу їх ймовірностей або вказуванням параметрів цього закону, розвинутих в теорії ймовірностей і в теорії інформації.

Випадкові похибки описуються функціями розподілу: інтегральною і диференційною.

Інтегральною функцією розподілу результатів спостережень називають залежність ймовірності того, що результат спостережень хі в і-му досліді виявиться 

меншим, ніж деяке біжуче значення х від самої величини Х:
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де P – символ імовірності події, вказаної у фігурних дужках.
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Рис.2.2. Функції розподілу: а) –інтегральна; б) –диференціальна.

Значення інтегральної функції в точці Х чисельно дорівнює імовірності того, що випадкова величини хi внаслідок і–го спостереження виявиться лівіше від точки Х. При переміщенні точки Х вздовж осі ОХ ця ймовірність буде, напевне, змінюватись, але зменшитися при переміщенні вправо вона не може. Тому інтегральна функція розподілу є неспадною функцією аргументу. Загалом її значення при переміщенні точки Х із “-” в “+” змінюється від 0 до 1. Теоретична інтегральна функція неперервна, тобто результат спостереження може мати яке завгодно наперед вибране значення з нульовою ймовірністю. Практично роздільча властивість вимірювальних засобів ділить всю область значень вимірюваної величини на відрізки, в котрих спостерігач не відрізняє зміни вимірюваної величини. Тому в межах кожного відрізка інтегральна функція розподілу зберігає постійне значення і стрибкоподібно змінюється при переході границі до якогось кінцевого значення. В цифрових вимірювальних системах ці сходинки конкретно відповідають одиницям останнього розряду, а в аналогових – якійсь часточці ціни поділки.

Але переважно згадані вище обставини не забороняють вважати інтегральну функцію розподілу результатів спостережень безперервною функцією, і це спрощує аналіз випадкових похибок.

Похибку Δ можна розглядати також як випадкову величину, що приймає в різних дослідах різне значення Δі. Початок координат для похибок Δ відповідає значенню Х=х. Інтегральна функція розподілу похибок відповідає інтегральній функції розподілу результатів спостережень хі:

F(Δ)= P{Δ i≤ Δ}= P{xi-X ≤ x-X i} = P{xii≤ x},


(2.5)

В метрології при розгляданні випадкових похибок вимірювання частіше застосовують диференціальну функцію розподілу, котра є функцією, похідною від інтегральної за своїм аргументом:

px(x)= dFx(x)/dx
pΔ(Δ)= dF(Δ)/dΔ.





(2.6)

Диференціальну функцію розподілу px(x) часто називають щільністю ймовірностей, а її графічну форму – кривою розподілу. Найчастіше ця крива має форму дзвона(рис.2.1).

 Інтегруванням диференційної функції розподілу легко отримати інтегральну функцію:
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(2.7)

Для щільності ймовірностей мають виконуватись такі умови:

1. 
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Другу умову називають умовою нормування щільності ймовірностей. Це значить, що площа під кривою розподілу в межах -∞ ...+ ∞ дорівнює одиниці, або іншими словами – ймовірність появи результату спостереження у вказаному інтервалі є вірогідною подією. Розмірність щільності ймовірності випадкової величини х виражається як х-1. Добуток p(x)dx називається елементом ймовірності і він дорівнює ймовірності того, що випадкова величина х буде мати значення в інтервалі dx. Якщо крива розподілу p(x) відома, то можна визначити ймовірність попадання результату спостереження в будь-який заданий інтервал х1, х2:
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(2.8)

Знаючи інтегральну функцію розподілу, ймовірність попадання результату спостереження х у вказаний інтервал визначають різницею значень функції розподілу на межах цього інтервалу:

P{x1<x≤ x2}= F(x2)- F(x1)



(2.9)

Ймовірність попадання результатів спостережень в заданий інтервал х2 - х1 можна визначати графічним способом за інтегральною функцією розподілу (рис.2.3,а) і за кривою розподілу густини ймовірності (рис.2.3,б).
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Рис.2.3. Ймовірність попадання результатів спостережень в заданий інтервал

В першому випадку шукана ймовірність визначається різницею значень ординат, що відповідають аргументам х1 і х2, а в другому випадку – площею під кривою розподілу, що обмежена вздовж осі х значеннями х1 та х2. Отже, за кривою розподілу можна довідатись, які інтервали значень випадкових похибок ймовірніші, а які менш ймовірні. За кривою розподілу випадкових розмірів х (рис 2.3,б.) можна сказати, що ймовірності зростають при наближенні до деякої частини кривої, котра виглядає як середня, а потім зменшуються, прямуючи до нуля. При повторних вимірюваннях одної і тої ж фізичної величини Х максимальна ймовірність припадає на значення, близькі до істинного Х. Для значень х, що дужче відрізняються від Х, ймовірність зменшується при збільшенні цієї різниці х-Х, тобто більшим похибкам відповідає менша ймовірність їх появи. Якщо припустити, що причини, які викликають похибки вимірювання, проявляють себе випадково, то нема підстав твердити, що якісь похибки (додатні або від’ємні) мають більшу імовірність. Тому можливим є прийняти за оцінку істинного значення вимірюваної величини таке значення, що відповідає центру ваги площі фігури, обмеженої кривою розподілу та віссю абсцис. Координата, що відповідає центру ваги, називається математичним сподіванням.
Математичне сподівання визначається як початковий момент першого порядку кривої розподілу:
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(2.10)

Отже математичне сподівання випадкової величини х є деяким постійним числом, що є параметром розподілу. Числове значення вимірюваної величини, що відповідає математичному сподіванню, приймають за оцінку істинного значення Х, тобто 
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(2.11)
Але при визначенні емпіричної кривої розподілу математичне сподівання переважно не співпадає з істинним значенням вимірюваної величини.

Розподіл випадкової величини для більш загального випадку маємо на рис.2.4 
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Рис. 2.4. Характеристики випадкової похибки

З нього видно, що оцінка істинного значення 
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 відрізняється від істинного значення Х на деяку ∆m, котра є математичним сподіванням похибки вимірювання. Знайдемо математичне сподівання похибки вимірювання:
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(2.12)

Математичне сподівання похибки вимірювання становить собою деяку середню постійну похибку, котра повторюється в кожному і-му спостереженні. Цю похибку позначимо ∆m, і назвемо систематичною похибкою. Дослідження процесів вимірювання показує, що систематична похибка інколи не залишається постійною, а змінюється плавно за якимось законом. Виникнення систематичної похибки є наслідком дії одної або декількох причин, що носять постійний або дещо змінний характер. Наприклад, неправильне настроювання нуля вимірювального приладу приводить до систематичної похибки, яка буде присутня в результаті кожного окремого спостереження.

Строгіше систематична похибка визначається як відхилення математичного сподівання результатів спостережень від істинного значення вимірюваної величини:
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(2.13)

а випадкова похибка – як різниця між результатом одноразового спостереження і математичним сподіванням результатів:
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(2.14)

Отже, кожна похибка одноразового спостереження може бути представлена сумою систематичної та випадкової похибок:

∆і =  ∆с +  ∆ві.




(2.15)

Такий стан проілюстровано на рис. 2.3.

При застосуванні цих умовних позначень істинне значення вимірюваної величини визначається так:
Х = хі - ∆с - ∆ві.




(2.16)

Якщо врахувати, що систематична похибка є постійною для деякої сукупності результатів вимірювання, а випадкова змінюється і за значенням і за знаком для кожного одноразового спостереження, то істинне значення визначається так:

Х = (хі - ∆с) ±  ∆ві.




(2.17)

Значення  хі - ∆с називається виправленим результатом, якщо ∆с вдається визначити аналізуючи експеримент. Випадкова похибка ∆ві залишається невідомою і вимагає чіткішого обмеження, (з врахуванням ймовірнісно-статистичних законів розподілу). Взагалі, при одноразовому спостереженні невідомими є обидві складові похибки вимірювання, і тому результат може бути поданий тільки в такому виді:

Х = хі ± Δ,





(2.18)

де Δ –межа похибки вимірювання (максимальне значення суми ∆с  і ∆в за  модулем).

Числові характеристики випадкових похибок.

Найповнішу інформацію про характер і поведінку випадкових похибок дає закон розподілу, записаний в тій чи іншій формі. Але при розв’язуванні деяких задач буває достатньо знати лише кілька чисел, що характеризують випадкову похибку. Цими характеристиками є математичне сподівання (або середнє значення), дисперсія (або розсіяння), середнє квадратичне відхилення (або стандарт), мода і медіана, моменти різних порядків 

Моментом r-го порядку (
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 -ціле) випадкової величини ξ відносно точки b (b- дійсне) називають число (якщо воно існує)
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Якщо b = 0, то момент називають початковим. Тоді 
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що є математичним сподіванням степеня r випадкової величини. Якщо 
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 то момент називають центральним  
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Між початковими і центральними моментами існує простий зв’язок. За означенням  
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. Звідси отримаємо вирази для перших чотирьох моментів, що широко застосовуються в статистиці


[image: image29.wmf]4

1

1

2

1

3

4

4

3

1

1

2

3

3

2

1

2

2

1

3

6

4

2

3

0

a

a

a

a

a

a

m

a

a

a

a

m

a

a

m

m

-

+

-

=

+

-

=

-

=

=


 Початковим моментом порядку r випадкової величини х називають інтеграл
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(2.19)

А для дискретної випадкової величини початковим моментом порядку r називається сума
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(2.20)

що є математичним сподіванням степеня r випадкової величини, а Рk-ймовірність появи хk.

Найпростішим та найчастіше вживаним параметром розподілу випадкових величин є момент першого порядку
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(2.21)

Початковий момент першого порядку називається математичним сподіванням. Для дискретної випадкової величини математичне сподівання визначається співвідношенням 
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(2.22)

де Рk – ймовірність появи xk.
[image: image34.wmf]Властивості математичного сподівання:
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    де С = const, ξ,η –довільні випадкові величини

Другим важливим параметром розподілу, його числовою характеристикою, є центральний момент другого порядку, названий дисперсією:
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Для дискретних величин
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(2.24)

Дисперсією називають математичне сподівання квадрата відхилення випадкової величини від її математичного сподівання. Дисперсія є характеристикою розсіяння розмірів відносно математичного сподівання і вона має ясний фізичний зміст, будучи середньою потужністю флюктуацій випадкового процесу відносно математичного сподівання. Властивості дисперсії:
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якщо С=const; η,ξ – незалежні випадкові величини; ξ1, ξ2, ... ξn –попарно незалежні випадкові величини

 Але дисперсія незручна для оцінювання як міра розсіяння, бо має розмірність квадрата випадкової величини. Як міру розсіяння розмірів відносно математичного сподівання застосовують середнє квадратичне відхилення, за що приймають додатнє значення квадратного кореня із дисперсії і котре позначають σх (для величини х):
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В зарубіжній літературі середнє квадратичне відхилення, деколи називають стандартним відхиленням.

Медіаною розподілу F(x) називають таке значення аргумента x=m, для якого виконується нерівність 
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. Кожний розподіл має принаймні одну медіану.

Модою розподілу називається кожне значення х, при якому щільність розподілу р(х) досягає максимуму. Найчастіше зустрічаються унімодальні (із єдиною модою) розподіли.

При опрацюванні результатів експерименту часто припускають, що їх розподіл є нормальним, хоча саме це треба експериментально підтверджувати. Строге розв’язування задачі перевірки гіпотези про форму кривих розподілу можливе при застосуванні методів математичної статистики. Але для приблизної оцінки подібності розподілу до нормального використовуються ще два центральних моменти – третього та четвертого порядків.
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Рис.2.5. Залежність коефіцієнта асиметрії               Рис. 2.6. Залежність коефіцієнта

            від кривих розподілу                                            ексцесу від кривих розподілу.

Центральний момент третього порядку застосовують для оцінки асиметрії. Коефіцієнт асиметрії визначається так:
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(2.26)

Для симетричних розподілів центральний момент любого непарного порядку дорівнює нулю. Але якщо крива розподілу асиметрична, то інтеграл моментів похилішої і розтягнутої частини кривої буде більшим, ніж для крутої частини, і тому момент третього порядку буде відмінним від нуля.Центральний момент четвертого порядку характеризує форму, тобто крутість спадів розподілу і використовується для оцінки плосковершинності і гостровершинності кривої розподілу при допомозі коефіцієнта ексцесу. 

Для нормального закону розподілу 
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, тому коефіцієнт ексцесу має такий вигляд:
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Для нормального закону розподілу 
[image: image44.wmf]0
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; для гостровершинного розподілу 
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Для різних законів розподілу ексцес змінюється від 1 до ∞. Щоби класифікувати за формою зручно користуватись величиною 
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, що називається контрексцесом.

Закони розподілу випадкових похибок

Рівномірний розподіл. Якщо похибка вимірювання може мати з однаковою ймовірністю які завгодно значення, що не виходять за деякі межі 
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, то така похибка описується рівномірним законом розподілу. При цьому щільність ймовірності похибки
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 є постійною всередині цього інтервалу і дорівнює нулю поза ним.

Рівномірний розподіл результатів спостереження  х показаний на рис.2.7.
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Рис.2.7. Рівномірний розподіл випадкової величини.

Для нього щільність ймовірностей аналітично можна записати так:
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Рівномірний розподіл є безмодальним, тобто не має моди, його дисперсія  
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З таким законом розподілу добре узгоджуються похибки від тертя в опорах електромеханічних приладів, невилучені залишки систематичних похибок, похибка дискретності в цифрових приладах, похибки розмірів в межах однієї групи сортування при селективному збиранні, похибки параметрів виробів, відібраних у вужчих, ніж технологічний допуск, межах.
Закон трикутного розподілу (закон Сімпсона). Вигляд кривої трикутного розподілу маємо на рис.2.8. За таким законом розподілені похибки суми (різниці) двох рівномірно розподілених величин.

Щільність ймовірностей має такий аналітичний вираз: 
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Рис.2.8. Диференційна функція трикутного розподілу

Трапецієвидний закон розподілу. Вид цього розподілу приведено на рис.2.9. Похибка має такий закон розподілу, якщо вона утворюється з двох незалежних складових, кожна із котрих має рівномірний закон розподілу, але з різною шириною своїх інтервалів.

При послідовному з’єднанні двох вимірювальних перетворювачів, один із котрих має похибку, рівномірно розподілену в інтервалі 
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, а інший – похибку, рівномірно розподілену в інтервалі
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, загальна похибка перетворення буде описуватись трапецієвидним законом розподілу. Трикутний закон розподілу є частковим випадком трапецієвидного, коли 
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Ці три закони розподілу мають обмежене застосування при оцінюванні результатів вимірювань, оскільки переважно похибки виникають через вплив великої кількості причин. В таких умовах розподіл похибок найкраще узгоджується з нормальним законом розподілу.


Рис.2.9. Диференційна функція трапецієвидного закону розподілу похибок

Нормальний закон розподілу (закон розподілу Гауса). Цей закон є одним із найпоширеніших законів розподілу похибок, що пояснюється центральною граничною теоремою теорії ймовірностей, котра твердить, що розподіл випадкових похибок буде близьким до нормального, якщо результати спостереження формуються під впливом великої кількості незалежних факторів впливу, кожний із котрих створює лише незначну дію в порівнянні із сумарною дією всієї решти.

Нормальний закон має такий вираз для диференційної функції розподілу
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Із рівняння можна зробити висновок:


1) густина ймовірностей має максимум при 
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2) зі збільшенням похибки 
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 незалежно від знаку (функція парна) густина ймовірності прямує до нуля;


3) зі збільшенням середнього квадратичного відхилення ймовірність більших відхилень зростає, тобто розміри розсіюються в ширшому інтервалі. 

Необхідно зауважити, що незважаючи на широке застосування нормального розподілу, він все–таки є лише моделлю реальних розподілів. До речі, він відмінний від нуля вздовж всієї нескінченності осі. Тому нормально розподілена випадкова величина, хоч із малими ймовірностями, але може приймати які завгодно великі 

значення. Хоча очевидно, що всі вимірювані фізичні величини завжди обмежені за абсолютним значенням.

Графічно ця функція показана на рис.2.10. для різних значень середнього квадратичного відхилення (
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Рис.2.10. Диференційна функція нормального розподілу похибок.

Функція розподілу нормальної випадкової величини має такий вигляд:
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Крива розподілу буде змінюватись залежно від середнього квадратичного відхилення. Але якщо виразити похибку деяким числом t середніх квадратичних відхилень, то отримаємо криву нормованого розподілу з аргументом:
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котра має такий вираз:
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Як відомо, цей вираз нормованої функції отриманий за умови, що
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Рис.2.11. Інтегральна функція нормального розподілу

В таблиці Д.1 (Додаток 12) поміщено значення щільності ймовірності нормованої функції нормального розподілу.

Інтегральна функція нормального нормованого розподілу має такий вигляд:
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де аргумент z  визначається, як і для t, діленням відхилення випадкової величини від математичного сподівання на середнє квадратичне відхилення:
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Вигляд інтегральної функції нормального розподілу показано на рис.2.11.

Значення 
[image: image71.wmf](
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визначаються із таблиці (Додаток 12, табл.Д.2).


Розподіл Релєя. Цей розподіл має модуль двомірного вектора, координати котрого розподілені нормально відносно нульових математичних сподівань і однакових дисперсій:
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Розподіл Релєя зручний для апроксимації розподілу контрольованих показників котрі можуть бути лише з однаковим знаком. Наприклад, при контролі відхи​лення форми і розміщення осей та поверхонь деталей, як: овальність, конус​ність, радіальне биття, відхилення від співосності, паралельності, перпенди​ку​лярності та інші можуть бути описані тільки таким розподілом.

Визначення вірогідних інтервалів для істинного значення

вимірюваної величини, що має нормальний розподіл з відомим

значенням середнього квадратичного відхилення


Доцільно розглянути методику визначення вірогідного інтервалу для істинного значення вимірюваної величини за результатом одноразового спостереження хі..

 Нехай дисперсія D[x] і середнє квадратичне відхилення σх, попередньо визначені на підставі великої вибірки із достатньою точністю для даних умов і методу вимірювання. Це звичайна задача вимірювань при контролі, наприклад, розмірів деталей при виготовленні.


На рис.2.12. приведено графік кривої нормального розподілу випадкової величини з математичним сподіванням М[х] в пункті t =0. Обмежимо деяку область результатів спостережень х значеннями відхилень х – М[х], що дорівнюють 
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Ймовірність того, що результат одноразового спостереження х виявиться в зоні 
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, можна визначити інтегруванням диференційної функції розподілу

в межах 
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Рис.2.12. Нормоване відхилення випадкової величини.
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Значення цієї ймовірності Р знайдемо як різницю значень інтегральної функції розподілу за значеннями z1 = -tp  і z2 = +tp із таблиці Д.2, що приведена в Додатку 12. Граничні значення випадкових розмірів 
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 нази​вають вірогідними границями результату спостереження, а ймовірність Р –вірогідністю того, що результат одноразового спостереження виявиться всередині цих границь. Зрозуміло, що з ймовірністю 
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 результат одноразового спостереження може опинитись і за межами вказаних границь.

Визначимо значення ймовірностей Р для найбільш поширених значень tp, що практично застосовуються при оцінюванні похибок вимірювання: tp = 1, tp = 2. і tp = 3, (знайдемо граничні значення можливих відхилень при оцінюванні істинного значення  Х=М[х] похибками, що дорівнюють ±σх, ±2σх, ±3σх). Для вірогідних границь відхилень, що дорівнюють середньому квадратичному відхиленню (t=z=1), знайдемо вірогідність

P = Φ( z = 1) – Φ( z = -1) = 0,8413 - 0,1587 = 0,6826. 

Ймовірність того, що результат вимірювання виявиться в межах одного середнього квадратичного відхилення, дорівнює 68%. Відповідно, ймовірність того, що результат одноразового спостереження може опинитись за границями, обмеженими середнім квадратичним відхиленням є 32%. Якщо знехтувати цим і вважати середню квадратичну похибку граничною, то результати досліджень можуть бути недостатньо вірними.

Для вірогідних границь, обмежених значеннями ±2σ, знаходимо, що Р = 0,9772 – 0,0228 = 0,9544, тобто 95%, а для інтервалу ±3σ (шестисігмовий інтервал)— Р=0,9973.

Ця оцінка похибок (±3σ) є найпоширенішою. Вірогідність 99,73% є вельми високою. Подальше розширення меж суттєво вірогідності не підвищує, бо для діапазону ±4σ маємо Р=0,999936. В практичних вимірюваннях ймовірність появи грубих помилок, викликаних неправильними діями оператора значно вища, ніж ймовірність виходу результату за межі ±4σ.

 Ймовірність перебування випадкової величини х в вірогідних межах, визначених значеннями tp, описується таким виразом:
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де
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Функція 
[image: image84.wmf](
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 відома як нормована функція Лапласа, що визначається інтегралом від нормальної щільності ймовірності в межах 0...z:
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Нерівність в фігурних дужках виразу (2.38) просто перетворюється в іншу, тому можна записати:
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Якщо систематичні похибки вилучені, то істинне значення дорівнює математичному сподіванню 
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 і отримується вираз для ймовірності перебування істинного значення вимірюваної величини в межах вірогідних границь результату одноразового спостереження:
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Це значить, що істинне значення вимірюваної величини із вірогідністю P перебуває між границями вірогідного інтервалу 

[ x - tpσx; x + tpσx ].

Вірогідною границею випадкового відхилення результату спостереження, що відповідає вірогідності Р, називають половину вірогідного інтервалу tpσx.

Таким чином, результат вимірювання, визначений на підставі одноразового спостереження, записують так:
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Точкове оцінювання параметрів розподілу випадкових величин і відхилень

Ймовірнісні характеристики похибок вимірювання, їх закони і параметри роз​поділу мусять визначатись на підставі експериментальних даних методами матема​тичної статистики. Деколи для цього треба проводити спеціальні експерименти щоби атестувати засоби вимірювання; деколи вони суміщаються безпосередньо з вимірюваннями параметра, що нас цікавить. Інколи, коли об’єктами вимірювання є випадкові процеси, ймовірнісні характеристики (параметри розподілу) самі є метою вимірювання.

Постає завдання—визначити параметри розподілу випадкових величин на підставі вибірки—обмеженої низки значень вимірюваної величини, отриманих в n незалежних дослідах. Параметрами, що оцінюються, є, насамперед, математичне сподівання та середнє квадратичне відхилення.

Оцінка параметра є точковою, якщо вона виражена одним числом. Будь-яка точкова оцінка, визначена на підставі дослідних даних, є їх функцією, і, отже, сама є випадковою величиною з розподілом, що залежить від розподілу початкової випад​кової величини, в тому і від самого параметра, що оцінюється, а також від кількості дослідів n.

Різні аспекти якості точкових оцінок описуються такими поняттями:

- точкова оцінка є незміщеною, коли її математичне сподівання не відріз​няється від істинного значення параметра, що оцінюється;

- точкову оцінку називають обгрунтованою, якщо при збільшенні кількості спостережень (об’єму вибірки) її відмінність від параметра, що оцінюється, може стати як завгодно малою;
- точкова оцінка називається ефективною, коли її дисперсія є меншою від дисперсії будь-якої іншої оцінки даного параметра.

Кожне із понять характеризує якість точкових оцінок лише із однієї із сторін. Наприклад, при однакових умовах оцінка із найменшим зміщенням буде кращою. Серед всіх нормально–розподілених оцінок найкращою буде незміщена ефективна оцінка.Зрештою, якщо не вказано критерій якості, то сказати, яка із оцінок є кращою не можна.

Теоретичною підставою можливості експериментального визначення ймовірнісних характеристик є закон великих чисел, котрий для випадкових величин формулюється так: нехай проведено серію n однакових незалежних експериментів-спостережень за випадковою величиною х, яка має якісь конкретні 
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. Позначимо через 
[image: image92.wmf]x

 середнє арифметичне результатів спостережень:
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Закон великих чисел твердить, що для будь-яких як завгодно малих 
[image: image94.wmf]a

e

,

 завжди знайдеться таке n0, для котрого у випадку n>n0  буде виконуватись
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Якщо розглядати результати окремих спостережень за випадковою величиною х1, х2, ..., хn як вибірку із великої кількості можливих спостережень, і яка характеризується математичним сподіванням 
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 та дисперсією 
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, то для кожного значення хі буде справедливим
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Оскільки випадкові величини більш-менш рівноймовірно розкидані відносно математичного сподівання, то за оцінку математичного сподівання варто взяти середнє арифметичне результатів спостережень.

Середнє арифметичне результатів окремих спостережень є незміщеною оцінкою математичного сподівання випадкової величини і, отже, істинного значення, бо його математичне сподівання не відрізняється від математичного сподівання випадкової величини:
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Але середнє арифметичне результатів спостережень отримано на підставі підсумовування випадкових величин 
[image: image101.wmf]n
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, і , тому також є випадковою величиною з деякою дисперсією 
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(2.44)

Отримана залежність відіграє важливу роль у вимірюваннях, бо вона позволяє значно підвищити точність результату вимірювання за рахунок багаторазового повторювання спостережень.
Дисперсія середнього арифметичного із n спостережень є в n разів меншою, ніж дисперсія результатів одноразових спостережень. Для середнього квадратичного відхилення середнього арифметичного отримаємо вираз:


[image: image104.wmf],

n

x

x

s

s

=








(2.45)

тобто середнє квадратичне відхилення середнього арифметичного, визна​ченого із n спостережень, є в 
[image: image105.wmf]n

 разів менше, ніж середнє квадратичне відхилення результатів спостережень. Із зростанням кількості спостережень 
[image: image106.wmf]x
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 наближається до нуля. Це значить, що середнє арифметичне низки спостережень збігається за ймовірністю з математичним сподіванням та є його оцінкою. Чи буде середнє арифметичне результатів спостережень ефективною оцінкою матема​тичного сподівання? Для цього необхідно розглянути інші незміщені оцінки, що є лінійними функціями результатів спостережень:
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за умови, що 
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. Доведемо, що серед всіх оцінок, визначених в такий спосіб, середнє арифметичне 
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 має найменшу дисперсію. Визначимо дисперсію 
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Але 
[image: image112.wmf]å
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 досягне мінімуму лише тоді коли всі аі будуть однаковими і будуть дорівнювати 
[image: image113.wmf]n
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. Тоді з оцінки 
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 отримаємо середнє арифметичне 
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з дисперсією
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яка є меншою від дисперсії будь-якої іншої лінійної оцінки. Отже, 
[image: image118.wmf]x

 є ще і ефективною оцінкою математичного сподівання.

За точкову оцінку дисперсії доцільно взяти середнє значення квадрата відхилення випадкової величини від середнього значення
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Така оцінка є обгрунтованою, але вона дещо зміщена, бо її математичне сподівання
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Тому точкову оцінку дисперсії визначають за такою формулою:
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де 
[image: image122.wmf]2
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 інколи називають емпіричною дисперсією.

Для точкової оцінки середнього квадратичного відхилення отримаємо вираз:
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Ця оцінка характеризує збіжність результатів окремих спостережень, тобто ступінь концентрації відносно середнього арифметичного. Якщо σх  називають деколи середнім квадратичним, або стандартним, відхиленням генеральної сукупності, то sx– вибірковим середнім квадратичним відхиленням.

Середнє арифметичне 
[image: image124.wmf]x

 має дисперсію в n разів меншу, ніж дисперсія випадкової похибки. Тому за точкову оцінку дисперсії середнього арифметичного приймають вираз:
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Оцінка середнього квадратичного відхилення середнього арифметичного описується так:
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Маючи оцінки 
[image: image127.wmf]x

 і 
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 результат вимірювання можна записати так:
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що дає підстави зробити висновок про точність вимірювання: кількість вимірювань n вказує на надійність визначення 
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 і, отже, sx і на близькість 
[image: image133.wmf]x

 до істинного значення Х.

9.7. Вірогідні інтервали для істинного значення вимірюваної величини 

при невідомих параметрах розподілу результатів спостереження


Pозглянемо, як змінюється вірогідний інтервал при заданій вірогідності при оцінюванні істинного значення середнім арифметичним результатів спостереження.


Якщо результати спостережень хі розподілені нормально, то нормально розподілені і величини 
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, а значить, і їх сума 
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, що представляє собою середнє арифметичне 
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Тому аналогічно до (2.42) може бути визначена така ймовірність: 
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де tp визначається за заданою вірогідністю. Якщо ж tp задається апріорно, то вірогідність визначається з таблиць. Вірогідний інтервал, отриманий при допомозі середнього арифметичного результатів n незалежних повторних спостережень, є в 
[image: image138.wmf]n

 разів вужчий від інтервалу, визначеного за результатом одноразового спосте​реження, хоча вірогідність для обидвох є однаковою. Це свідчить про те, що збіж​ність росте пропорційно до кореня квадратного з числа спостережень.

Значення похибки
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називають вірогідною межею похибки результату вимірювань, а результат вимірювання записується так:
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Часто експериментатор перед початком вимірювань не знає значення ди​спер​сії результатів спостережень. Тоді параметри розподілу у вигляді їх оцінок ви​зна​чають безпосередньо із дослідних даних. Для цього використовується спів​відношення:
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котре називають дробом Стьюдента (псевдонім В.С.Госсета). Величини, що входять в цей вираз вираховуються на підставі дослідних даних, котрими є точкові оцінки математичного сподівання і середнього квадратичного відхилення результа​тів спостережень. Величина t має розподіл Стьюдента. Взагалі, величина t (кван​тиль Стьюдента) має задовільняти такі умови: 

бути дробом такого вигляду 
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величини x та v є незалежними;








величина x розподілена нормально;







величина v має розподіл хі-квадрат 
[image: image143.wmf](
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При цих умовах щільність ймовірності величини t набуде вигляду:
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де Bk залежить тільки від числа ступенів свободи і виражається через 
[image: image145.wmf]G

-функцію:
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(2.58)

Розподіл (2.57) величини t називають розподілом Стьюдента з k ступенями свободи. Його функція розподілу позначається через S(t,k) і є інтегралом:
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Вираз (2.55) задовільняє умову (2.56) , бо 
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 є оцінкою дисперсії, що має хі-квадрат розподіл з 
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Знайдемо ймовірність того, що величина t, визначена за (2.55) на підставі результатів спостереження, прийме деяке значення в інтервалі
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бо 
[image: image154.wmf](
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 є парною функцією аргумента t.


Виражаючи t через статистичні параметри розподілу інтегральної величини, отримаємо:
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Розподіл Стьюдента задається у вигляді таблиць значень tp для різних значень вірогідності Р в межах 0,1...0,99 при 
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. Ці значення приведені в табл.Д.3  (Додаток 12)


Отже, за допомогою розподілу Стьюдента можна визначити із заданою віро​гідністю Р вірогідні границі для істинного значення вимірюваної величини на під​ставі обмеженого числа спостережень. Ці границі визначаються величиною 
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. Підсумок вимірювання записується так:
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Розподіл Стьюдента застосовують при числі вимірювань, меншому, ніж 30. При 
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=

n

, розподіл Стьюдента переходить в нормальний розподіл і формула (2.61) приймає вигляд:
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На підставі центральної граничної теореми теорії ймовірностей можна стверджувати, що при достатньо великій кількості спостережень розподіл середнього арифметичного, як суми випадкових величин хі/n, буде як завгодно близьким до нормального. Тому замість середнього квадратичного відхилення 
[image: image162.wmf]x

s

 можна застосовувати його точкову оцінку 
[image: image163.wmf]x

s

. Число спостережень, при якому це стає можливим, залежить від фактичного розподілу випадкових похибок.


Отже, підсумок вимірювання за формулами (2.54), (2.62) не є одним визначеним числом. Ми отримуємо лише вказівку на смугу значень з дещо нечіткими границями, в межах котрих з деякою ймовірністю буде очікуватися істинний розмір, і показ середини інтервалу 
[image: image164.wmf]x

 зовсім не передбачає вищу ймовірність перебування істинного значення ближче до середнього арифметичного.

Вірогідний інтервал для середнього квадратичного відхилення за емпіричними даними


Закон розподілу суми квадратів k незалежних нормально-розподілених випадкових величин з нульовим математичним сподіванням і одиничною дисперсією носить назву хі-квадрат 
[image: image165.wmf](
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розподілу. Щільність ймовірності такого розподілу описується таким виразом:
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де k число ступенів свободи, 
[image: image167.wmf](
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.

G

 - гама функція.


Вигляд кривих розподілу при різному числі ступенів свободи маємо на рис .2.13. Таблиці 
[image: image168.wmf]2

c

- розподілу задаються у вигляді відсоткових точок інтегральної функції розподілу
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де 
[image: image170.wmf]2

p

c

—будь-яке задане додатнє число, що залежить від P .


Для кожної ймовірності Р можемо розраховувати “Р 100%-границю”, тобто таке число 
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, при котрому
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Такий розподіл має величина
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Рис.2.13. Криві 
[image: image174.wmf]2

c

-розподілу     


Рис.2.14. Криві 
[image: image175.wmf]2

k

c

-розподілу з вірогідним інтервалом

тобто, добуток числа ступенів свободи на відношення емпіричної дисперсії до істинної.


Оскільки величина 
[image: image176.wmf]2

k

c

 не може бути від’ємною, то крива її інтегральної функції розподілу починається з нуля при 
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= 0 і виглядає так:
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Значення 
[image: image179.wmf],
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 що відповідають різним ймовірностям P того, що співвідношення (2.66) в даному досліді буде меншим, ніж 
[image: image180.wmf],
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 містяться в таблиці Д.4.(Додаток 12) іі визначаються для різної кількості ступенів свободи k та ймовірностей P.


Користаючи з цієї таблиці, можна знайти вірогідний інтервал для оцінки дисперсії результатів спостережень при заданій вірогідності α.  Він визначається так, щоби ймовірність виходу дисперсії за межі інтервалу не перевищувала деяку величину 
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, причому ймовірності виходу за обидві межі інтервалу були б однакові і мали величину 
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. Границями такого інтервалу для
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 ймовірностей будуть
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Знаючи межі вірогідного інтервалу для, легко перейти до вірогідних інтервалів для дисперсії
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Для середнього квадратичного відхилення межі можуть бути визначені із такого виразу:
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Отриманий вираз значить, що з ймовірністю 
[image: image190.wmf]q
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 істинне значення 
[image: image191.wmf]x

s

 середнього квадратичного відхилення результатів спостережень лежить в інтервалі значень Sx1 і Sx2, отриманих на підставі дослідних даних. Ці границі визначаються за формулами:
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