1    Введение.

     Во многих работах были рассмотрены модели, описывающие процессы размножения и гибели в больших однородных популяциях. В большинстве своем они были основаны на представлении динамики развития популяций обыкновенными дифференциальными уравнениями вида:
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где 
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  - численность популяции в момент времени t, функции 
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 представляют собой зависимость интенсивностей соответственно размножения и гибели особей от внутренних свойств популяции (
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 также могут описывать влияние окружающей среды на динамику популяции), функции 
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 описывают влияние численности популяции на процессы её  развития (см [7], [8]).

      Наиболее простой пример закономерности, определяющей динамику численности  вида даёт частный случай приведённого выше уравнения (
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=r=const). Это так называемая экспоненциальная модель развития популяции, которая описывается следующим соотношением:

                                                           Nt = N0 ert ,

 где  r – показатель, характеризующий интенсивность размножения особей в данной популяции, N0 – начальная численность (см. [7], [10]).

       Данная модель, хотя и в очень упрощенной форме (отсутствует влияние каких-либо ограничивающих факторов на развитие популяции), описывает основной принцип динамики любого вида организмов.

       Следующий частный случай уравнения (1) даёт так называемую логистическую модель роста популяции, уравнение которой имеет следующий вид:
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где r – константа экспоненциального роста, К – константа, представляющая собой некоторую предельную для данной среды численность (см. [8], [10]). Таким образом, интенсивность размножения снижается по мере приближения численности популяции к К.

       Другой подход к наблюдению динамики популяций дают вероятностные методы описания эволюции видов. В рамках этого подхода свойства окружающей среды влияющей на развитие имеют стохастический характер, а динамика популяций описывается случайными процессами.

       В самом общем виде процесс эволюции популяции может быть записан в терминах процессов размножения и гибели:

                                                 Nt = N0 + Bt – Dt ,                                                (2)

где N – численность популяции, N0 – начальное количество особей, B и D – процессы, описывающие рождение и смерть организмов соответственно. Различные вероятностные модели, описывающие динамику популяций различаются в основном структурой процессов  B и D, а не видом процесса эволюции (2). Были построены модели, описание процессов размножения и гибели в которых основывались или на вероятностях перехода (см. Д. Кох) или на инфинитизимальных опрераторах (Александр) или на точечных процессах и их  компенсаторах (А. Бутов, Х. Кестен). 

     Вероятностный подход к описанию развития  популяций в некоторой среде представляется более пригодным с точки зрения адекватности моделей реальным процессам протекающим в природе, а также позволяет строить оценки различных характеристик популяции и предсказывать её поведение.

       В данной работе мы не только приведем и исследуем вероятностную модель динамики развития популяции, но и математически опишем эволюцию двух видов клеток при условии их взаимодействия, т.е. на основе  модели и её компьютерной реализации мы  исследуем  феномен симбиоза (сожительства нескольких видов организмов, обычно приносящее им взаимную выгоду) двух неоднородных популяций клеток в условиях резкого изменения параметров окружающей среды. Популяции будем рассматривать в терминах процессов размножения и гибели. 

      Мы рассмотрим процессы размножения и гибели в неоднородных популяциях в терминах метода  ( случайного блуждания в случайной среде функционального типа( (А. Бутов). Такое описание позволяет учесть при моделировании различные параметры окружающей среды, влияющие на развитие популяций, что, несомненно, необходимо с точки зрения адекватности модели наблюдаемым явлениям. 

2  Описание модели.

      Итак, мы рассматриваем эволюцию двух неоднородных популяций в условиях изменения климата. В качестве параметра окружающей среды здесь выступает температура.

2.1   Построение модели окружающей среды      

      Пусть процесс 
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 - процесс со скачками, значения которого имеют  смысл средней температуры, т.е. определяют климат. Траектории процесса 
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 представляют собой кусочно-постоянные функции и в любой момент времени t процесс 
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 может принимать одно из трёх значений: 
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, что соответствует ледниковому, нормальному и тропическому климату. Процесс 
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 имеет длинные интервалы постоянства, что означает стабильность климата. Скачок процесса 
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 определяет смену климата. 

      Описанный процесс может быть представлен в виде:
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где константа 
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 независимые пуассоновские процессы с интенсивностью скачков 
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      Рассмотрим процесс диффузионного типа 
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, который представляет текущие  значения температуры окружающей среды, в которой  происходит  развитие  популяций:
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где 
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 из  (1), 
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 - стандартный винеровский процесс, 
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 - коэффициент диффузии. Наличие отрицательной обратной связи с параметром 
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 (отходить далеко(  от значений процесса  
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 (изменения средней температуры), включается механизм обратной связи и значения процесса 
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 сразу следуют за изменением значения процесса 
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. Интервал разброса значений процесса 
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 относительно значений процесса 
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 определяется параметрами   
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2.2    Описание процессов эволюции популяций

      Полагаем, что в построенных климатических условиях эволюционируют две неоднородные популяции клеток 
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 мы разобьём на множество групп следующим образом: интервал возможных температур 
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 подинтервалов длиной 
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      Процессы 
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. Таким образом численность популяции в каждый момент времени определяется процессами 
[image: image63.wmf]0

)

(

³

=

t

i

t

i

N

N

, (i=1,2) :

                                                     
[image: image64.wmf]å

-

=

=

K

K

j

j

i

t

i

t

N

N

,

                                                      (3)

      Деление клетки в группе 
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 определяется скачком точечного процесса
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      Гибель клетки в группе 
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 определяется скачком точечного процесса 
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где 
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      Теперь рассмотрим развитие каждой из групп 
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Предположим, что возможны следующие ситуации при делении клетки группы 
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      Положим 
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      Пусть 
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      Теперь численность клеток в группе 
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начальная численность группы 
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       Гибель популяции определим как падение численности клеток ниже критического уровня  Nкр.

      При моделировании развития популяций полезно рассматривать процесс 
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значения которого имеют смысл средней температуры благоприятной для популяции и выражают степень её адаптации к климату (чем меньше величина (
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3 Выбор параметров моделирования.

      Параметры интенсивностей процессов размножения и гибели 
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 (см. (4) и (5)) выберем исходя из следующих соображений. Следует заметить, что модель устойчива к изменению этих параметров и ведёт себя предсказуемо, т.е. если взять параметр рождения  
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большим, чем параметр гибели 
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, то естественно предположить, что численность популяции будет возрастать (если не принимать во внимание резкое изменение климата).  Поэтому мы можем выбирать параметры исходя из соображения адекватности модели реальным явлениям.

      Выберем параметры интенсивности деления и гибели клеток популяции N 1 таким образом, чтобы численность возрастала при нормальном климате и уменьшалась при его изменении. Такая ситуация, например, возможна при значениях параметров 
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(т.к. при смене климата интенсивность гибели возрастает в среднем в 
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      Рассуждая аналогично, выберем параметры размножения и гибели для второй популяции N 2 таким образом, чтобы численность клеток уменьшалась даже при нормальном климате. Это возможно при значениях параметров, например, 
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      Вектора переходных вероятностей 
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определим исходя из следующих соображений: для первой популяции в случае отсутствия взаимодействия положим 
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, что характеризует популяцию слабой степенью приспосабливаемости к изменению окружающей среды (т.е. вероятности перехода 
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. Для второй популяции определим вектора переходных вероятностей как 
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 соответственно при наличии и отсутствии мутаций между популяциями. Такие значения соответствуют высокой степени приспосабливаемости популяции к изменению окружающей среды. (т.е. вероятности перехода 
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      Начальные количества клеток в популяциях положим равными следующим значениям: 
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 а распределение их по группам выберем из соображения, что в начальный момент времени климат нормальный (т.е. Х0=0), поэтому  благоприятная для обеих популяций температура распределена около 0.
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      На Рис. 1. представлено начальное распределение клеток популяций по температурным группам ( а) – первая популяция, б) - вторая).

                     Рис. 1.а.                                                           Рис. 1.б.                                         Критический уровень численности популяции  Nкр (если количество клеток ниже этого уровня, то популяция считается погибшей) положим равным 100.

      Чтобы полностью пронаблюдать процессы эволюции популяций время наблюдения T  положим равным 350. 

 Значение константы А выражает лишь масштаб температуры и мы можем выбрать её произвольно (конечно не теряя при этом смысла). Поэтому положим А =5.

     Параметры 
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 выберем по правилу  “3(” (т.е. полагая 
[image: image138.wmf]l

z

2

=

, (=1 и вероятность того, что траектории процесса текущей температуры Y выйдут из интервала (-3( ( 3() (относительно значения процесса Х) мала), т.е. множество  температур определено на интервале (-8;8), который разделим на подинтервалы с шагом (=0.1. 

       При определённых выше параметрах динамика численности популяций имеет следующий вид: 
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Рис.2. Развитие первой популяции (       Y,       Z1)

    Из Рис.2. видно, что степень приспособленности первой популяции к 

изменению климата (судя по процессу Z1) в ходе её развития невелика. 

    На Рис.3. показано, что первая популяция хорошо развивается в нормальном климате и погибает при его изменении.  
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Рис.3. Численность первой популяции.
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На рисунках 4, 5 видно, что вторая популяция погибает даже в нормальном климате.
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Рис.4. Развитие второй популяции (       Y,        Z2)
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Рис. 5. Численность второй популяции.

4    Компьютерное моделирование.

      Основной вопрос, рассматриваемый при реализации модели на компьютере был следующим: как влияет взаимодействие видов (мутация) на динамику численности популяций, Поэтому, в рамках этого вопроса, сначала мы будем рассматривать динамику популяций и фиксировать их характеристики при условии, что они не взаимодействуют  (т.е. вероятность перехода клетки при делении из группы 
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равна 0 ), затем при тех же параметрах окружающей среды рассмотрим их эволюцию при условии, что возможны мутации клеток из одной популяции в другую.

      Зафиксируем одну реализацию процесса текущей температуры Y и пронаблюдаем за эволюцией популяций без взаимодействия.
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Рис. 6. Развитие популяций  (       Y,      Z1 ,        Z2)
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    На рис.6. видно, что обе популяции погибли. Среднее время гибели первой популяции составляет 223.74, второй популяции – 59.35 (усреднение производилось по результатам наблюдения 100 реализаций процессов динамики численности популяций ).
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Рис. 7. Численность популяций (      N1 ,      N2)

      На рис.7. представлены процессы численности популяций.
     Теперь рассмотрим эволюцию популяций при условии их взаимодействия. Вектора переходных вероятностей в этом случае определялись выше. 
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Рис. 8. Развитие популяций  (       Y,      Z1 ,        Z2)
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     На рис.8. видно, что совместное развитие позволяет второй популяции прожить намного дольше, чем при условии отсутствия взаимодействия.    Среднее время гибели второй популяции составляет 143.21 (усреднение также производилось по результатам наблюдения 100 реализаций процессов динамики численности популяции ). Первая же популяция за счет клеток второй популяции смогла приспособиться к изменению окружающей среды и продолжить своё развитие.

     На рис.9. представлены процессы динамики численности популяций, при их совместном развитии.
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      Также представляет интерес распределение клеток выжившей при смене климата популяции на конечный момент наблюдения Т=350 по температурным группам. Оно представлено на рис. 10.

Рис. 10. Распределение клеток первой популяции по температурам. 

      Сравнивая конечное распределение по температурам с начальным (рис.1.б)) мы видим, что первая популяция достаточно хорошо приспособилась к новому  климату (значение средней температуры в новом климате равно -5), что и позволило ей выжить и далее нормально развиваться.

5     Диффузионная аппроксимация.

      При  большом количестве клеток в популяциях интенсивности процессов размножения и гибели очень велики. В этом случае моделирование точечных процессов, описывающих динамику численности оказывается очень трудным, поэтому целесообразно рассмотреть асимптотическое описание процессов эволюции популяций при
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      В общем случае (с учетом мутации и деления по температурным подгруппам) диффузионная аппроксимация процессов эволюции популяций представляется достаточно сложной задачей, которая, возможно, будет решаться в результате дальнейших исследований модели. В рамках же данной работы мы рассмотрим частный случай, когда нет  мутации клеток из одной популяции в другую, т.е. 
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 В этом случае процессы численности популяций 
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 (Р-п.н.). Компенсаторы процессов 
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      Для того, чтобы записать компенсаторы процессов 
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 рассмотрим следующий случай: зафиксируем 
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 и будем считать текущую температуру детерминированной функцией времени: 
[image: image158.wmf])

(

)

(

*

w

t

Y

t

G

=

. Предположим также, что значения температуры принадлежат интервалу 
[image: image159.wmf](

)

s

s

3

,

3

+

-

-

A

A

, т.е. 
[image: image160.wmf](

)

ï

î

ï

í

ì

+

³

+

-

-

£

-

-

+

-

-

Î

=

s

w

s

s

w

s

s

s

w

w

3

)

(

,

3

3

)

(

,

3

3

,

3

)

(

),

(

)

(

*

*

*

*

A

Y

A

A

Y

A

A

A

Y

Y

t

G

t

t

t

t

.

Далее, определим благоприятную температуру для всех популяций равной 0 (т.е. отменим деление популяции по температурным группам). Тогда компенсаторы процессов  
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, а компенсаторы процессов 
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        Следует заметить, что при данных упрощениях модель не теряет смысла в случае раздельного развития популяций, так как степень адаптации при смене климата невелика (это можно видеть на рис. 2.), т.е. значение благоприятной температуры для большинства клеток остаётся около нуля.

      Теперь, пусть 
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 - начальная численность клеток в популяции i. При описанных выше предположениях построим асимптотическое описание процессов эволюции популяций 
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        Далее мы будем рассматривать одну популяцию (т.е. опускаем индекс i), так как для второй все будет аналогично с точностью до параметров процессов размножения и гибели.

      Итак, N – процесс динамики численности популяции, N0 – начальное количество клеток. Введем процесс 
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и рассмотрим дифференциальное уравнение
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с начальным условием 
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      Первый шаг в направлении асимптотического описания процесса эволюции популяции N  при 
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Лемма1: Если дифференциальное уравнение (15) имеет решение со свойством:  
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Доказательство. Обозначим 
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      Из определения 
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Обозначим 
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Отсюда в силу теоремы 3 (см. приложение) 
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По условию 
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     Таким образом, с помощью оценки (18) получаем, что
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для любого ( >0. Лемма доказана.

Далее, рассмотрим процесс 
[image: image199.wmf](

)

0

0

0

³

=

t

N

t

N

X

X

 с 

                                             
[image: image200.wmf](

)

t

N

t

N

t

q

q

N

X

-

=

0

0

0

                                                 (20)     

и покажем, что последовательность процессов [image: image201.wmf]1

,

0

0

³

N

X

N

, допускает диффузионную аппроксимацию.
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с винеровским процессом 
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Доказательство. Проверим условия теоремы 4 (см. приложение).

     Семимартингал Х имеет триплет 
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Следовательно, выполнены условия (8), (11)-(13). Функция 
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      Поэтому остается проверить лишь выполнение условий (А), (sup B), (sup C). Заметим, что для любого   
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Отсюда следует, что выполнено условие (А).

      Чтобы проверить условия (sup B), (sup C), надо вычислить триплет 
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      Прежде всего заметим, что 
[image: image220.wmf]),

(

1

0

0

0

t

t

t

N

t

D

B

N

N

N

X

D

-

D

=

D

=

D

 и значит,

  
[image: image221.wmf],

0

1

1

\

0

0

0

0

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

ï

þ

ï

ý

ü

ï

î

ï

í

ì

-

È

ï

þ

ï

ý

ü

ï

î

ï

í

ì

-

´

+

N

N

R

R

N

n

  
[image: image222.wmf](

]

t

N

D

N

t

~

0

1

,

0

0

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

ï

þ

ï

ý

ü

ï

î

ï

í

ì

-

´

n


                            
[image: image223.wmf]
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     Далее, из представления (17) для 
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Отсюда следует, что 
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Локальный мартингал 
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и для 
[image: image234.wmf](

]

1

,

0

Î

а


 
[image: image235.wmf](

)

[

]

ò

ò

ò

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

£

=

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

£

=

=

£

t

t

N

s

N

s

t

t

a

x

n

t

a

n

ds

q

f

q

a

N

I

N

D

B

a

N

I

d

x

M

0

0

0

0

~

~

0

2

,

0

0

1

1

b

a

n


[image: image236.wmf]    (27)

      Проверим условие (sup C). Имеем (с-константа: 
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Значит, условие (sup C) является следствием леммы 2.

      Проверка условия (sup B) производится аналогичным образом (с-константа, 
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В силу этого неравенства (t>0)
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Отсюда и в силу леммы 1 условие (sup B) будет иметь место, если для любого 
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      Для проверки (28) используем представление (24) для 
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Отсюда в силу теоремы 1 получаем, что 
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Следовательно, [image: image249.wmf]0
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      Соотношение (30) выполнено, поскольку  
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и, значит (32) также имеет место. Теорема доказана.

      На рис. 11 представлена реализация процессов динамики численности популяций, построенная по диффузионному процессу (21) (функция 
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Рис.11.Динамика численности популяций. (       N1      N2)

Из рис.11 видно, что характер динамики численности при моделировании диффузионной аппроксимации такой же как и при моделировании точечных процессов. 
6    Заключение.

      Результаты компьютерного моделирования показали, что в данной модели эволюции гетерогенных популяций взаимодействие видов благоприятно сказывается на продолжительность жизни популяций при резком изменении климата.

      Клетки популяции с высокой степенью адаптации к смене окружающей среды, но погибающей даже при нормальном климате, возобновляются за счет клеток популяции, которая имеет низкий уровень адаптации, но в то же время хорошо развивается при нормальных условиях, и наоборот. Этот механизм позволяет популяциям существенно продлить время своей жизни. 

     Теоретические исследования и оценивание различных характеристик популяций в данной модели оказывается возможным лишь в упрощенных частных случаях, поэтому для наблюдения применялась компьютерная реализация модели.

     Данная модель, вообще говоря, может быть интерпретирована различными способами, т.е. многие реальные процессы в природе можно (хотя, быть может, и в несколько упрощенном виде) рассматривать в рамках данной модели. Здесь также можно рассматривать такие вопросы, как, например, какова должна быть средняя начальная численность популяций, чтобы они смогли пережить кризис окружающей среды, продолжающийся определенное время, или при каких параметрах мутации и начальной численности популяции смогут приспособиться к резко изменившимся условиям среды и другие.   

7    Приложение.

      При доказательстве теоремы о диффузионной аппроксимации были использованы следующие факты.

Терема2: Пусть процесс 
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Теорема3: 1) Пусть М-М0(М
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Следствие: Всякий процесс из М
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Лемма2: Пусть  Мn(М
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      Далее, зададим стохастический базис ((, F, F=( Ft)t(0, P) и рассмотрим (F,P)-семимартингал 
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Каноническое представление для такого семимартингала имеет вид:
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где 
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      Также будут предполагаться выполненными условия “линейного роста” функций 
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где                                            
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      Пусть при каждом 
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      Сформулируем условия, накладываемые нами на триплеты Тn, n(1. Для любых L>0, ( >0 и 
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Теорема4: Пусть выполнены условия (11)-(13), а также условия (А), (sup B)  (sup C)  и при каждом t( S (S – всюду плотное подмножество в 
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