Ââåäåíèå



Îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ òåîðèè àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ â àâòîìàòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ. Àâòîìàòè÷åñêèå ñèñòåìû ïðè íîðìàëüíîé ýêñïëóàòàöèè äîëæíû ïîääåðæèâàòü îïðåäåëåííûé ðåæèì ðàáîòû îáúåêòà ðåãóëèðîâàíèÿ ïðè äåéñòâèè íà íåãî ìíîãèõ âîçìóùàþùèõ ôàêòîðîâ. Òàêîå ïîâåäåíèå ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî ëèøü â ñèñòåìàõ àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ, îáëàäàþùèõ óñòîé÷èâîñòüþ ïî îòíîøåíèþ ê ýòèì âîçäåéñòâèÿì. Óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû îçíà÷àåò, ÷òî ìàëîå èçìåíåíèå âõîäíîãî ñèãíàëà èëè êàêîãî-íèáóäü âîçìóùåíèÿ, íà÷àëüíûõ óñëîâèé èëè ïàðàìåòðîâ íå ïðèâåäóò ê çíà÷èòåëüíûì îòêîíåíèÿì âûõîäíîãî ñèãíàëà. Ýòî îïðåäåëåíèå ðàñêðûâàåò ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïîíÿòèÿ óñòîé÷èâîñòè.

Òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè, îñíîâîïîëîæíèêàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âåëèêèé ðóññêèé ó÷åíûé À.Ì. Ëÿïóíîâ è âåëèêèé ôðàíöóçñêèé ó÷åíûé À.Ïóàíêàðå, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàæíûé ðàçäåë ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè. Ñîçäàòåëÿìè ñîâðåìåííîé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè ÿâëÿþòñÿ ðóññêèå ó÷åíûå Í.Ã. ×åòàåâ, Å.À. Áàðáàøèí, Í.Ï. Åðóãèí, Í.Í. Êðàñîâñêèé. 























1. Ïîíÿòèå óñòîé÷èâîñòè, àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ íîðìàëüíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

���

x’ = f ( t ,  x ) 





                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                		       (1) 

��

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè         x ( t0 ) = x0                                                          (2)  

�ãäå   x  =  ( x1, x2, ... , xn ) - 	n - ìåðíûé âåêòîð; t (   I = [t0, +  (   [  - íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, ïî êîòîðîé ïðîèçâîäèòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèå;

�����

f ( t, x ) = ( f1 ( t , x ) , f2 ( t , x ) , ... , fn ( t , x ) ) - n - ìåðíàÿ âåêòîð - ôóíêöèÿ.

        Êîììåíòàðèè ê çàäà÷å  Êîøè  (1),  (2). Äëÿ ïðîñòîòû âîñïðèÿòèÿ ýòó çàäà÷ó ìîæíî ñíà÷àëà òðàêòîâàòü êàê çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñêàëÿðíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà âèäà    x’= f ( t , x ) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì  x ( t0 ) = x0. Ñ öåëüþ óïðîùåíèÿ  âñå ðèñóíêè ï. 10 ,åñëè íåò ñïåöèàëüíûõ îãîâîðîê, ïðèâîäèòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ n = 1. 
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                               Ðèñ.1                                    

�Òàê êàê çàäà÷à òåîðèè óñòîé÷èâîñòè âïåðâûå âîçíèêëà â ìåõàíèêå, òî ïåðåìåííóþ t ïðèíÿòî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê âðåìÿ, à èñêîìóþ âåêòîð-ôóíêöèþ  x ( t ) - êàê äâèæåíèå òî÷êè â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè â ïðîñòðàíñòâå Rn+1 (ðèñ.1)

�Ïóñòü çàäà÷à Êîøè (1), (2)  óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè. Òîãäà ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó ( t0 , x0 ) îáëàñòè åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé ïðîõîäèò òîëüêî îäíà èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ. Åñëè íà÷àëüíûå �äàííûå (  t0 , x0 )  èçìåíÿþòñÿ, òî èçìåíÿåòñÿ è ðåøåíèå. Òîò ôàêò, ÷òî ðåøåíèå çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ äàííûõ, îáîçíà÷àåòñÿ ñëåäóþùèì ���îáðàçîì: x ( t ) = � x ( t ; t0 , x0 ). Èçìåíåíèå ýòîãî ðåøåíèÿ â äàííîé �ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñ èçìåíåíèåì íà÷àëüíûõ äàííûõ ( t0 , x0 ) ��ïðèâîäÿò ê ñóùåñòâåííîìó èçìåíåíèþ ðåøåíèÿ    x ( t ; t0 , x0 )  , ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî òàêîé ìîäåëüþ íåëüçÿ ïîëüçîâàòüñÿ, ïîñêîëüêó �íà÷àëüíûå äàííûå  ( t0 , x0 )  ïîëó÷àþòñÿ èç îïûòà, à èçìåíåíèÿ íå ìîãóò áûòü àáñîëþòíî òî÷íûìè. Åñòåñòâåííî, ÷òî â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðèãîäíà ëèøü òà çàäà÷à Êîøè, êîòîðàÿ óñòîé÷èâà ê ìàëûì èçìåíåíèÿì íà÷àëüíûõ äàííûõ. 

����Îïðåäåëèì ïîíÿòèå óñòîé÷èâîñòè, àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè â ñìûñëå Ëÿïóíîâà. Äëÿ ýòîãî îòêëîåíèå ðåøåíèÿ x ( t ) = � x ( t ; t0 , x0 ) , âûçâàííîå îòêëîíåíèåì  (  x0 íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ x0 , áóäåì çàïèñûâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

���������| x ( t ; t0 , x0 + (  x0 ) - x ( t ) |  = | x ( t ; t0 , x0 + (  x0 ) - x ( t ; t0 , x0 ) |.



��������Îïðåäåëåíèå 1.   Ðåøåíèå  x ( t ) = � x ( t ; t0 , x0 ) ñèñòåìû (1) íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè (èëè óñòîé÷èâûì), åñëè îíî íåïðåðûâíî ïî  x0  íà èíòåðâàëå           I = = [ t0, +  (   [ , ò.å. (   (  > 0  (   (   > 0 òàêîå, ÷òî   (   (  x0 

�|  (  x0 |  (    (   (     | x ( t ; t0 , x0 + (  x0 ) - x ( t ) |   (   (        (   t (   t0.

Åñëè, êðîìå òîãî, îòêëîíåíèå ðåøåíèÿ x ( t ) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè t (     +  (    äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ   (  x0 , ò.å. (   (   > 0  (   (  x0.

������|  (  x0 |  (   (     (     | x ( t ; t0 , x0 + (  x0 ) - x ( t ) |   (    0 , t (     +  (    .           (3)

�òî ðåøåíèå  x ( t ) ñèñòåìû (1) íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè (èëè àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì).

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ðàçëè÷íûå òèïû óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè. 

�����Êîììåíòàðèé ê îïðåäåëåíèþ  1.  1) Ãåîìåòðè÷åñêè óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó ðåøåíèå  õ ( t ) ìîæíî èíòåðïðèòèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì ( ðèñ.1 ) : âñå ðåøåíèÿ x ( t ; t0 , x0 + (  x0 ) , áëèçêèå â íà÷àëüíûé ìîìåíò t0 ê ðåøåíèþ x ( t )  (ò.å. íà÷èíàþùèåñÿ â ïðåäåëàõ (  - òðóáêè ) , íå âûõîäÿò çà ïðåäåëû  (   - òðóáêè ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ t (  t0 . 
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                               Ðèñ.2                                    

�

�����2) Àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü åñòü óñòîé÷èâîñòü ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì (3) : ëþáîå ðåøåíèå x1 ( t ) , íà÷èíàþùååñÿ â ìîìåíò t0 â (   - òðóáêå, ñ òå÷åíèåì âðåìåíè íåîãðàíè÷åííî ïðèáëèæàåòñÿ ê ðåøåíèþ x ( t )  (ðèñ.2). Òðóáêà ðàäèóñà (   íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ ïðèòÿæåíèÿ ðåøåíèÿ x ( t ). Ðåøåíèå x2 ( t ), íà÷èíàþùååñÿ ïðè t = t0  çà ïðåäåëàìè îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ, íî â ïðåäåëàõ (  - òðóáêè, íå ïîêèäàåò  (   - òðóáêó, õîòÿ ìîæåò è íå ïðèáëèæàòüñÿ ê ðåøåíèþ x(t).



��Îïðåäåëåíèå 2.   Ðåøåíèå x ( t )  =  x ( t ; t0 , x0 )  ñèñòåìû (1) íàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâûï ïî Ëÿïóíîâó â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè (èëè íåóñòîé÷èâûì), åñëè îíî íå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîñòü â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè. 

�Êîììåíòàðèé ê îïðåäåëåíèþ 2. Ãåîìåòðè÷åñêè íåóñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó îçíà÷àåò, ÷òî ñðåäè ðåøåíèé, áëèçêèõ â íà÷àëüíûé ìîìåíò t0 ê ðåøåíèþ õ ( t ) , íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíî, êîòîðîå â íåêîòîðûé ìîìåíò t1 ( ñâîé äëÿ êàæäîãî òàêîãî ðåøåíèÿ) âûéäåò çà ïðåäåëû  (   - òðóáêè (ðèñ.3). 

Ïðèâåäåì ïðèìåðû èç ìåõàíèêè, èëëþñòðèðóþùèå îïðåäåëåíèÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ óñòîé÷èâîñòè äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ, ò.å. n = 1. 

Ðàññìîòðèì ìàÿòíèê, ñîñòîÿùèé èç òî÷å÷íîé ìàññû m, óêðåïëåííîé íà íåâåñîìîì ñòåðæíå äëèíîé l (ðèñ.4). Âûâåäåì ìàÿòíèê èç ñîñòîÿíèÿ I, îòêëîíèâ ñòåðæåíü íà óãîë (   ; òîãäà, êàê èçâåñòíî èç îïûòà, îí áóäåò ñòðåìèòüñÿ çàíÿòü âíîâü ïîëîæåíèå I. Åñëè ïðåíåáðå÷ü ñîïðîòèâëåíèåì îêðóæàþùåé ñðåäû, òî ìàÿòíèê áóäåò êîëåáàòüñÿ âîçëå ïîëîæåíèÿ I ñêîëü óãîäíî äîëãî ñ àìïëèòóäîé, ðàâíîé íà÷àëüíîìó îòêëîíåíèþ, - ýòî ìîäåëü óñòîé÷èâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Åñëè æå ó÷èòûâàòü ñîïðîòèâëåíèå îêðóæàþùåé ñðåäû, òî àìïëèòóäà êîëåáàíèé ìàÿòíèêà áóäåò óìåíüøàòüñÿ è â èòîãå îí ñíîâà çàéìåò ïîëîæåíèå I - ýòî ìîäåëü àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Åñëè ìàÿòíèê íàõîäèòñÿ â ïîëîæåíèè II, òî ìàëåéøåå åãî ñìåùåíèå ïðèâåäåò ê óäàëåíèþ ìàÿòíèêà îò ñîñòîÿíèÿ II - ýòî ìîäåëü íå óñòîé÷èâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. 
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                               Ðèñ.3                                        			Ðèñ.4



������Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ïðîèçâîëüíîãî ðåøåíèÿ x ( t ) ñèñòåìû (1) âñåãäà ìîæíî ñâåñòè ê èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ íåêîòîðîé ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìû. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèñòåìå  (1) ïðîèçâåäåì ïîäñòàíîâêó y ( t ) = x - x (t). Òîãäà ïîëó÷èì ñèñòåìó

�                                               y’  = F ( t, y ).                                         (4)

����������ãäå  F ( t , y ) = f ( t , y ( t ) + x ( t ) ) - f ( t , x ( t ) ) ,  F (t, 0)  (   0      (   t (   t0.

���Ðåøåíèþ x ( t ) ñèñòåìû (1) ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîå ðåøåíèå y (t) (   0 ñèñòåìû (4). 

�����Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñèñòåìà (1) èìååò íóëåâîå ðåøåíèå, ò.å. f ( t , 0 ) = 0     (   t (   t0, è îãðàãíè÷èìñÿ èññëåäîâàíèåì óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ. Ïåðåôîðìóëèðóåì îïðåäåëåíèÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ óñòîé÷èâîñòè äëÿ íóëåâîãî ðåøåíèÿ    x ( t )  (   0  ñèñòåìû (1). 



��Îïðåäåëåíèå 3.   Íóëåâîå ðåøåíèå x ( t ) (   0  ñèñòåìû (1) íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè (èëè óñòîé÷èâûì), åñëè (   (   > 0   (   (   = (   (  (  )  > 0 òàêîå, ÷òî  (   x0

         |  (  x0 |  (    (   (     | x ( t ; t0 , x0  ) |   (   (        (   t (   t0.

Åñëè êðîìå òîãî, 

����(�    (   > 0        (   x0        |  (  x0 |  (   (     (     | x ( t ; t0 , x0  )  |   (    0 , t (     +  (    ,

��òî ðåøåíèå  x ( t )  (   0  ñèñòåìû (1)  íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè ( èëè àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì ) . 

����Îïðåäåëåíèå 4.     Íóëåâîå ðåøåíèå   x ( t )  (   0  ñèñòåìû  (1)  íàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè (èëè íåóñòîé÷èâî), åñëè îíî íå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè, ò.å. 

��(    (   > 0     (   t1 > t0    (   (  > 0    x0  (   0     |  x0 |  (    (   (     | x ( t ; t0 , x0  ) |   >   (  .

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðèòàöèÿ óñòîé÷èâîñòè, àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ  x ( t )  (   0 ñèñòåìû (1)  äàíà ñîîòâåòñòâåííî íà ðèñ.5-7. 
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Ðèñ.5
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Ðèñ.6
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Ðèñ.7













































2.  Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ àâòîíîìíîé ñèñòåìû. Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.  

Ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ àâòîíîìíîé (èëè ñòàöèîíàðíîé, èëè êîíñåðâàòèâíîé, èëè äèíàìè÷åñêîé), åñëè íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ íå âõîäèò ÿâíî â ñèñòåìó óðàâíåíèé.

Íîðìàëüíóþ àâòîíîìíóþ ñèñòåìó n - ãî ïîðÿäêà ìîæíî çàïèñàòü â âåêòîðíîé ôîðìå :

���			dx / dt = f ( x ).						   (5)

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû (5) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2). Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåì, ÷òî çàäà÷à Êîøè (5), (2) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè.

����Ïóñòü x = x ( t ) - åñòü ðåøåíèå ñèñòåìû (5). Íàïðàâëåííàÿ êðèâàÿ  (   , êîòîðóþ ìîæíî ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàòü â âèäå xi = xi ( t )      ( i = 1, ... , n ), íàçûâàåòñÿ òðàåêòîðèåé (ôàçîâûì ãðàôèêîì) ñèñòåìû (5) èëè òðàåêòîðèåé ðåøåíèÿ x = x ( t ). Ïðîñòðàíñòâî Rn ñ êîîðäèíàòàìè ( x1 , ... , xn ), â êîòîðîì ðàñïîëîæåíû òðàåêòîðèè ñèñòåìû (5), íàçûâàåòñÿ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì àâòîíîìíîé ñèñòåìû (5). Èçâåñòíî, ÷òî èíòåãðàëüíûå êðèâûå ñèñòåìû (5) ìîæíî ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàòü â âèäå  t = t , x1 = x1 ( t ), ... , xn = xn ( t ). Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Rn+1 ñ êîîðäèíàòàìè ( t , x1 , x2 , ... , xn ) , à òðàåêòîðèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé èíòåãðàëüíîé êðèâîé íà ïðîñòðàíñòâî Rn ïàðàëëåëüíî îñè t. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî äëÿ ñëó÷àÿ n  = 2 , ò.å. êîãäà Rn+1  - òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, à ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî Rn  - äâóìåðíàÿ ïëîñêîñòü. Íà ðèñ.8,à èçîáðàæåíà èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ, çàäàííàÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè t = t, x1 = x1 ( t ) , x2 = x2 ( t ), íà ðèñ.8,á -  åå ïðîåêöèÿ íà ïëîñêîñòü, ò.å. òðàåêòîðèÿ, çàäàííàÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè x1 = x1 ( t ) , x2 = x2 ( t ). Ñòðåëêîé óêàçàíî íàïðàâëåíèå âîçðàñòàíèÿ ïàðàìåòðà t.
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�����Îïðåäåëåíèå 5.  Òî÷êà ( a1, a2 , ... , an ) íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïîêîÿ (ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ) àâòîíîìíîé ñèñòåìû (5), åñëè ïðàâûå ÷àñòè f1 , f2 , ... , fn  ñèñòåìû (5) îáðàùàþòñÿ â ýòîé òî÷êå â íóëü, ò.å. f (a) = 0, ãäå  a = ( a1 , a2 , ... , an ) , 0 = ( 0 , 0 , ... , 0 ) . 

�������Åñëè ( a1 , ... , an ) - òî÷êà ïîêîÿ, òî ñèñòåìà (5) èìååò ïîñòîÿííîå ðåøåíèå x ( t ) = a. Êàê èçâåñòíî, èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ëþáîãî, à çíà÷èò, è ïîñòîÿííîãî ðåøåíèÿ a ìîæíî ñâåñòè ê èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñèñòåìà (5) èìååò íóëåâîå ðåøåíèå x ( t )  (   0 , ò.å. f ( 0 )  = 0, è òî÷êà ïîêîÿ ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà Rn. Â ïðîñòðàíñòâå Rn+1 òî÷êå ïîêîÿ ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîå ðåøåíèå. Ýòî èçîáðàæåíî íà ðèñ.8 äëÿ ñëó÷àÿ n = 2.

Òàêèì îáðàçîì, óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (5) îçíà÷àåò óñòîé÷èâîñòü íà÷àëà êîîðäèíàò ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû (5), è íàîáîðîò. 

��Äàäèì ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ óñòîé÷èâîãî, àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîãî è íåóñòîé÷èâîãî íà÷àëà ïëîñêîñòè, ò.å. êîãäà n = 2. Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò ñïðîåêòèðîâàòü àíàëîãè ðèñ.5-7 â äâóìåðíîì ñëó÷àå íà ôàçîâóþ ïëîñêîñòü R2, ïðè÷åì ïðîåêöèÿìè (   - òðóáêè è  (   -  òðóáêè ÿâëÿþòñÿ îêðóæíîñòè ñ ðàäèóñàìè  (   è  (  . Íà÷àëî x = 0 óñòîé÷èâî, åñëè âñå òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùèåñÿ â ïðåäåëàõ   (   - îêðóæíîñòè, íå ïîêèäàþò   (   - îêðóæíîñòü    (   t (   t0 (ðèñ.9) ; àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, åñëè îíî óñòîé÷èâî è âñå òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùèåñÿ â îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ  (   , ñòðåìÿòñÿ ê íà÷àëó (ðèñ.10) ; íåóñòîé÷èâî, åñëè äëÿ ëþáîé   (   - îêðóæíîñòè è âñåõ  (   > 0  ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà òðàåêòîðèÿ, ïîêèäàþùàÿ åå (ðèñ.11). 

��Íîðìàëüíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, èìåþùàÿ âèä

				dx / dt =  A x, 					   (6)

ãäå  A - ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n  (  n , ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñèñòåìû (5). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ýòîé ñèñòåìû ñïðàâåäëèâû âñå ñäåëàííûå âûøå óòâåðæäåíèÿ îá àâòîíîìíûõ ñèñòåìàõ. 
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3. Ïðîñòåéøèå òèïû òî÷åê ïîêîÿ. 

 Ïóñòü èìååì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 

   (  dx / dt = P ( x , y ), 

   (											(A)

   (  dy / dt = Q ( x , y ).



Òî÷êà ( x0 , y0 ) íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïîêîÿ èëè îñîáîé òî÷êîé ñèñòåìû (A), åñëè P ( x0 , y0 ) = 0 , Q ( x0 , y0 ) = 0. 

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

   (  dx / dt = a11 x + a12 y, 

   (											(7)

   (  dy / dt = a21 x + a22 y.



ãäå  aij ( i , j = 1 , 2 ) - ïîñòîÿííûå. Òî÷êà ( 0 , 0 ) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïîêîÿ ñèñòåìû (7). Èññëåäóåì ðàñïîëîæåíèå òðàåêòîðèè ñèñòåìû (7) â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè. Èùåì ðåøåíèå â âèäå

			 x =  (  1  e k t   ,    y =   (  2 e k t  .					(8)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ k ïîëó÷àåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå 

��				a11 - k		a12

								=   0.				(9)

				a21		a22 - k



Ðàññìîòðèì âîçìîæíûå ñëó÷àè.

I. Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äåéñòâèòåëüíû è ðàçëè÷íû. Ïîäñëó÷àè :

1) k1 < 0, k2 < 0. Òî÷êà ïîêîÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà (óñòîé÷èâûé óçåë).

2) k1  >  0, k2  > 0. Òî÷êà ïîêîÿ íåóñòîé÷èâà (íåóñòîé÷èâûé óçåë). 

3) k1  > 0, k2  <  0. Òî÷êà ïîêîÿ íåóñòîé÷èâà (ñåäëî).

4) k1  = 0,  k2  >  0. Òî÷êà ïîêîÿ íåóñòîé÷èâà.

5) k1  = 0,  k2 < 0. Òî÷êà ïîêîÿ óñòîé÷èâà, íî íå àñèìïòîòè÷åñêè.

II. Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ êîìïëåêñíûå :           k1 = p + q i, k2 = p - q i. Ïîäñëó÷àè :

1) p < 0 , q  (   0.  Òî÷êà ïîêîÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà (óñòîé÷èâûé ôîêóñ). 

2) p > 0 , q  (   0.  Òî÷êà ïîêîÿ íåóñòîé÷èâà (íåóñòîé÷èâûé ôîêóñ).

3) p = 0, q  (   0.  Òî÷êà ïîêîÿ óñòîé÷èâà (öåíòð). Àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íåò. 

III. Êîðíè êðàòíûå: k1  = k2 . Ïîäñëó÷àè :

1) k1 = k2 < 0. Òî÷êà ïîêîÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà (óñòîé÷èâûé óçåë). 

2) k1 = k2 > 0. Òî÷êà ïîêîÿ íåóñòîé÷èâà (íåóñòîé÷èâûé óçåë). 

3) k1 = k2 = 0. Òî÷êà ïîêîÿ íåóñòîé÷èâà. Âîçìîæåí èñêëþ÷èòåëüíûé ñëó÷àé, êîãäà âñå òî÷êè ïëîñêîñòè ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè òî÷êàìè ïîêîÿ. 

Äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

		dxi		  n

�			=	(     ai j xj      		( i = 1 , 2 , ... , n )			(10)

		dt		 i=1



�õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì áóäåò 

�		a11 - k		a12		a13	...	a1n

		a21		a22 - k		a23 	...	a2n		=  0. 		(11)

 		.	.	.	.	.	.	.	.			

		an1		an2		an3 	...	ann - k



1) Åñëè äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè âñåõ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (11) ñèñòåìû (10) îòðèöàòåëüíû, òî òî÷êà ïîêîÿ xi ( t )  (   0   ( i = 1 , 2 , ... , n ) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà. 

2) Åñëè äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü õîòÿ áû îäíîãî êîðíÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (11) ïîëîæèòåëüíà, Re k i = p i > 0, òî òî÷êà ïîêîÿ xi ( t )  (   0 ( i = 1, 2, ... n ) ñèñòåìû (10) íåóñòîé÷èâà. 

3) Åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (11) èìååò ïðîñòûå êîðíè ñ íóëåâîé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ (ò.å. íóëåâûå èëè ÷èñòî ìíèìûå êîðíè ), òî òî÷êà ïîêîÿ xi ( t )  (   0 ( i = 1, 2, ... n ) ñèñòåìû (10) óñòîé÷èâà, íî íå àñèìïòîòè÷åñêè.

Äëÿ ñèñòåìû äâóõ ëèíåéíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè äåéñòâèòåëüíûìè êîýôèöèåíòàìè   

      .

   (  x  = a11 x + a12 y, 

   (   .											(12)

   (  y  = a21 x + a22 y



õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (9) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó 

k2 + a1 k + a2  = 0.

1) Åñëè a1 > 0 , a2 > 0, òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (12) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. 

2) Åñëè à1 > 0 , a2 = 0, èëè a1 = 0 , a2  > 0 , òî íóëåâîå ðåøåíèå óñòîé÷èâî, íî íå àñèìïòîòè÷åñêè.

3) Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ íóëåâîå ðåøåíèå íåóñòîé÷èâî; îäíàêî ïðè a1 = a2 = 0 âîçìîæåí èñêëþ÷èòåëüíûé ñëó÷àé, êîãäà íóëåâîå ðåøåíèå óñòîé÷èâî, íî íå àñèìïòîòè÷åñêè. 

 


